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第 一 章 
基本 概念 


这 章 简 单 地 介绍 集合 .映射 、 分 类 等 几 个 基本 概念 , 并 旦 解释 
记号 €, 局 , 忆 ， 位 ，U {等 的 意义 ,作为 以 后 各 章 的 基础 ， 


SIE 集 企 


数学 中 讨论 的 对 象 , 如 代数 中 的 数 ,几何 中 的 点 ,直线 等 ,我 们 
现在 统统 则 做 元 素 ， 有 时 就 简单 地 叫做 元 ， 若 干 个 或 无 穷 多 个 元 
的 集体 , 叫做 集合 ,或 简单 地 叫做 集 . 

我 们 要 知道 一 个 集 , 必定 要 知道 它 里 面 所 有 的 元 , 也 就 是 说 ， 
我 们 对 于 任意 一 个 元 , 要 能 够 判别 它 是 否 在 这 个 集中 ， 辟 如 , 所 有 
整数 组 成 一 个 集 , 因为 我 们 随便 拿 一 个 数 来 ,都 可 以 判别 它 是 否 是 
整数 ; 这 个 集 又 叫做 整数 集 , 我 们 用 2 来 表示 . 

一 个 集 一 定 有 它 的 特性 , 辟 如 刻 数 集中 任意 元 , 都 有 整数 这 个 
特性 ,平面 上 所 有 点 组 成 的 集 与 平面 上 所 有 圆 组 成 的 集 都 各 有 各 
的 特性 ,因此 对 于 一 个 集 , 我们 可 以 用 它 的 特性 六 判别 任意 元 是 否 
在 它 昌 页. 

任意 - 个 元 w 如 果 它 有 集合 村 的 特性 ,也 就 是 说 ， 它 是 开 
的 元 时 , 我们 就 用 记号 


EM 
来 表示 ， 如果 沁 没 有 集合 亲 的 等 性 ， 也 就 是 说 ， 它 不 是 型 的 元 


ee 


i a i 
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时 ,我 们 就 用 
. CE 本 
来 天 示 .， 有时, @ 在 Mf 中 我 们 也 说 a 属于 入 ， 或 者 说 于 包含 a 
同样 , a 不 在 六 中 我 们 也 说 «不 居于 民 , 或 者 说 于 不 包含 4. 
一 个 集 所 包含 的 元 假如 是 有 穷 个 ,就 叫做 有 穷 集 , 否则 就 叫做 
无 穷 集 ， 一 个 集 所 包含 的 元 的 个 数 ， 志 做 这 集 的 元 数 或 浓度 . 有 
穷 集 的 大 对 汉 然 是 正 整 数 
集合 可 以 用 列举 它 的 所 有 元 来 表示 , 辟 如 整数 集 可 以 写成 
2Z={0, 1, 一 上 2, —2, *}, 
或 
Z={., —2. —1, 0, 1, 2, 1}., 
一 般 , 假如 型 含有 元 a. 5, c，…, 我 们 就 用 记 导 MM 二 {a, 5, 6,…} 
来 表示 . 
通常 一 个 集 都 含有 一 个 以 上 的 元 ,但 是 当 它 只 合 一 个 元 时 ,这 
个 集 就 与 它 所 含 的 那 唯一 个 全 党 党 丰 恕 区别， 为 了 叙述 方便 ， 我 
但 更 候 定 不 包含 任何 元 的 也 成 为 一 个 集 ， 叫 做 笃 编 ， 它 的 
您 ) 譬如 大 于 工 而 小 王 2 的 整数 集合 就 是 空 集 ， 
假如 集合 入 中 所 有 元 都 是 集合 于 中 元 ， 也 就 是 说 六 是 于 
的 一 部 分 , 或 者 说 任意 一 个 元 ， 如 果 它 及 
的 特性 , 它 ~: 定 也 有 于 的 特性 , 那 末 不 就 虽 
和 做 型 的 子 集 ， 型 又 叫做 入 的 包含 集 . 我 们 
(") 用 记号 玉生 村 或 灶 己 玉 来 表示 ， 子 集 与 包 
含 集 的 关系 可 以 用 图 形 (图 .六 说 明 . 
有 穷 集 的 子 集 是 有 穷 集 ， 无 穷 集 的 包含 
二 2 集 又 是 无 穷 焦 . 
为 了 方便 ,我 们 假定 任意 集 孝 包含 空 集 , 再 从 4E 关 及 3EC， 
我 们 就 得 到 4EC. 


王 


- 3 
Ma 


集合 3 

假如 形 的 所 元 都 属于 丰 ， 回 时 契 的 所 有 元 又 都 属于 1， 

即 
NEN, NEN, 
也 就 是 说 ,1 与 下 的 特性 完全 相同 时 ,我 们 就 说 三 与 下 相等 ， 
用 记号 
| WH=N 
表示 ， 假 如 丈 伍 戏 ， 但 于, 浆 不 相等 ， 那 订 交 就 明敏 邓 的 真子 
集 ， MM 叫做 克 药 真 包含 集 , 用 记号 
NCCU 或 MON 

表示 ， 这 时 的 所 有 元 都 属于 可， 但 M 中 至 少 有 一 个 元 不 属于 
N, 

上 面 我 们 分 绍 了 集合 的 基本 概念 ,现在 介绍 它 的 二 个 结合 法 . 

定义 1 假如 A4，B 是 两 个 集 ， 那 末 属 于 4 同时 又 属于 互 的 
所 有 元 组 成 的 集 已 叫做 4 与 如 的 交集 ,用 记号 

P=ANB 

表示 - 

于 是 足 4, 如 的 子 集 , 并 且 枉 何 集 只 要 它 同时 是 4, B 的 子 
集 , 它 一 定 是 了 的 子 集 ,因此 了 是 包含 在 4, B 中 的 最 大 集 . 关于 
交集 的 概念 ,我 们 可 以 用 图 形 ( 了 网 1.2) 来 说 明 . 

定义 & 人 很 如 4, 召 基 两 个 集 ， 那 末 属 于 4 或 者 属于 B 的 所 


到 第 一 竟 基 木 福 念 
有 元 组 成 的 集 S, 叫做 4 与 BB 的 并 集 , 用 记号 
S=ALUB 

于 是 点 是 4, 召 的 包含 集 ,并 旦 任何 集 只 要 它 司 时 是 攻 , BB 的 
包含 集 ， 它 一 定 也 荐 六 的 包含 集 ， 因 此 靖 是 包 合 4, B 的 最 小 集 . 
关于 并 和 集 的 概念 ,我们 可 以 用 图 江 (图 t， 引 来 说 明 . 

假如 4, B,C 是 三 个 集 , 显然 

ANBINMNMO=ANBNO, (AUBUC=AUBUO)., 
它们 的 交集 与 并 集 之 间 有 下 关系 ， 

定理 AN BUO = ANB UYU CANO, 

证 明 首先 因为 BEBUC, 所 以 4 人 N18 对 4 从 (BUCO)， 同样 
我 们 有 ANOEANeBUO), 因 此 

(ANB)YU (CANO EANGBUO. 

再 假如 aE4NCBUO), 那 末 4EA4, aEBUO, 于 是 geB 或 
aEO, 从 前 者 言 ,4€ 4 个 B; 从 后 者 言 ,49€ 4NC. 因此 gE (ANnB) 
UU 和 4 中, 这 就 是 说 

AN(BUOSE(ANB UANG, 
所 以 定理 成 立 . 
呵 妊 我 们 有 
AU(BNO= CAAUDNAUO. 

为 了 区 喘 , 由 元 组 成 的 集 , 叫做 第 一 雇 集 , 把 第 一 姑 集 当 作 元 
组 成 的 集 , 叫 做 第 二 层 集 ， 第 二 层 集 浆 常 叫 艇 系 . 

若 于 个 集 前 变 集 与 并 集 可 以 按 两 个 集 的 情形 同样 定义 假定 
工 是 由 和 集 4, 总 ,CO … 组 成 的 系 , 我 们 几 

ANMNMBNOCN..: 
来 表示 工 的 交集 , 用 
AUBUOU.- 


i ag ea dk or 3 ee - i 
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映射 ,分 类 5 
来 表示 工 的 并 集 ， 要 注意 的 是 了 虽然 是 第 二 恨 集 ， 但 交集 .并 集 
却 都 是 第 一 层 集 ， 

定义 8 假如 型 ,万 是 两 个 集 , 那 未 属于 下 同时 又 不 属于 站 
的 所 有 元 形成 的 集 DD 唱和 做 六 与 
六 的 差 集 ,用 记号 

D= MH—N 

圳 示 . 

关于 差 集 的 概念 ， 我 们 可 以 
用 图 形 ( 图 工 .和 4 来 说 明 . 图 1.4 

册 定 义 , 我 们 容易 得 知 六 nn (型 一 交 ) 是 空 集 , 又 

M= (NNN UM N). 


习 题 1.1 


i1， 仔 意 现 个 集 是 否 帮 有 交集 与 并 华 ? 
4 假定 疙 至 下, 那 末 六 U 吾 一 ? 4NMnB=? 
3. 假定 4, B,C 是 三 个 集 , 试 证 
(i AUBNO = AUBIN AAU, 
人) Ad BD eB A)—(A4UB) (AND), 
4. 假定 上 是 元 数 为 汪 的 有 穷 集 , 卫 是 于 的 所 有 子 集 组 成 的 系 , 试 证 二 
的 元 数 是 2 。 : 


$1.2 映射 分 类 


， 我 们 知道 , 近世 代数 中 集合 的 元 是 抽象 的 , 因此 ,两 个 集合 如 
何 进 行 比较 基 一 个 重要 问题 .映射 这 个 概念 主要 用 途 之 一 就 是 用 
来 解决 这 个 问题 , 它 是 近世 代数 中 最 基本 的 工具 . 

下 面 基 一 些 最 基本 的 概念 . 

对 于 集 于 中 每 一 个 元 &, 如 果 根 据 某 种 规则 ， 我 们 可 以 使 它 


cr vt tpt 


ie 
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与 集 不 中 唯一 个 元 对 应 ， 那 未 这 对 应 叫做 于 射 到 下 的 映射 , 那 
个 与 e 对 应 的 元 ,叫做 e 的 象 ,a 又 叫做 它 的 象 的 象 源 ， 这 时 开 中 
任意 元 在 交 中 都 有 象 , 但 中 任意 元 在 开 中 不 一 定 都 有 象 源 . 
如 果 站 中 元 在 对 中 不 都 有 条 源 , 那 末 这 览 射 叫做 邮 射 到 浆 内 的 
映射 ， 如 果 不 中 任意 元 在 开 中 都 有 象 源 , 那 末 这 现 射 叫做 1 射 
到 站 上 的 映射 ， 

假如 开 射 到 的 映射 用 o 来 内 示 ， 那 未 & 的 象 ， 我 们 就 用 
cla) 来 表示 ， 有 时 这 映射 耿 表 为 aa (a) 。 鼎 射 这 个 概念 与 数学 
分 析 中 画 数 的 概念 一 致 ,因此 eto) 又 常 叫做 的 务 数 . 

显然 , M 射 到 六 内 的 映射 就 是 i 射 到 允 中 某 一 千 集 上 的 映 
射 ， 辟 如 在 整数 集 3 中 ， 根 据 自 乘 这 个 规则 , 把 任意 整数 “与 它 
的 自习 2 对 应 ， 即 ce?， 那 来 这 对 应 是 整数 集 射 到 自己 内 的 轴 
射 ,也 是 整数 集 射 到 由 所 有 整数 平方 组 成 集 上 的 师 射 . 

我 们 知道 , 对 于 映射 0, 稼 源 & 固然 只 有 唯一 的 锭 ef), 但 是 
象 o(a) 就 不 一 定 只 有 一 个 象 源 a， 它 可 能 有 一 个 以 上 的 象 源 ， 任 
意象 只 有 一 个 象 源 的 映射 , 有 时 又 叫做 一 对 一 的 映射 ! 不 是 一 对 一 
的 上 映射， 有 时 又 叫做 多 对 一 的 映射 .假如 0 是 村 射 到 育 上 的 跌 
射 , BB 是 的 于 集 , 4 是 于 中 所 有 这 样 元 组 成 的 集 , 它们 的 象 者 
在 吾 中 , 那 来 和 4 叫 向 哺 对 于 映射 0 的 完全 象 源 . 

村 射 到 下 上 的 映射 ec, 当 四 关 oa 时 ,0 (qs) 0 (4s); 也 就 是 说 
当 fei) = ctas) 时 ,ol 一 aa 那 林 就 是 一 对 一 的 映射 . 

集合 政 射 到 下 上 的 一 对 一 的 映射 c 有 时 叫做 可 道 映射 ， 用 
记号 


GCTG) 
表示 . 这 肘 六 中 元 的 象 源 用 0 (的 来 表示 . 显然 ?一 of(D) 是 
六 射 到 站 上 的 上 映射， 我 们 珊 它 做 og 的 道 映射 ， 用 记号 o 1 开 示 , 
因此 , 任意 可 北 映 射 都 有 唯一 个 道 映射 , 这 逆 对 射 也 是 可 道 有 映射， 


i 


映 射 ， 分 羔 了 


假如 = 是 可 道 身 射 , 那 末 它 的 逆 贞 射 = “的 道 映 射 旗 是 we, 这 就 是 
说 (oD) 于 一 人 

璧 如 在 整数 集中 ,我们 把 侦 数 与 0 对应, 奇数 与 1 对应, 这样 
就 得 到 整数 集 射 到 集合 10, 直上 的 映射， 这 有 映射 是 多 对 一 的 , 0 的 
完全 象 源 是 所 省 偶数 , 1 的 完全 象 源 是 所 有 奇数 ,它们 都 没有 唯一 
的 象 源 ， 候 如 我 们 把 整数 ”与 加 对 应 ， 邑 呈 ->2n， 那 就 得 到 整数 
集 射 到 倘 数 集 上 的 映射 ，, 这 上 映射 是 一 对 一 的 , 因此 它 是 可 地 映 映 ， 
它 的 道 映 射 就 是 2n->n. 

假如 有 一 个 一 对 一 的 映射 把 两 个 集 娃 、 中 的 一 个 ， 璧 如 说 
半 , 射 到 另 一 个 入 上 , 那 采 这 而 个 集 就 外 做 有 相等 的 浓 庶 ,或 元 数 . 
与 正 整数 集 或 它 的 子 集 碍 相等 浓度 的 集 ， 则 做 可 数 集 ， 一 个 集 如 
困 不 是 可 数 集 ， 就 叫做 不 可 数 集 ， 央 此 有 穷 集 是 可 数 集 ， 任 一 -可 
数 集 中 元 可 以 用 正 整 数 做 标号 来 排列 , 于 是 任意 可 数 集 暑 可 以 号 
成 


M= {a1, ca， Wn 1} 

显然 整数 集 与 伪 数 集 有 相等 的 浓度 ， 因 此 一 个 集 的 浓度 也 可 雇 与 
它 的 真子 集 的 浓度 相等 ， 这 是 无 穷 集 的 一 个 重要 性 质 ， 任 意 有 穷 
集 是 没有 这 个 性 盾 的 ， 

假定 下 一 和 ， 那 末 时 射 到 六 的 贞 射 , 就 叫 化 戏 射 到 自己 的 
映射 ，M 射 到 入 上 ( 失 ?的 映射， 就 思 做 如 射 到 自己 上 (内 ) 的 映 
射 ，M 射 到 自己 上 的 一 对 一 的 映射, 有 时 又 叫做 ML 的 变换 . 对 于 
对 中 任意 元 使 自身 与 它 对 应 , 也 就 是 说 不 使 性 中 任意 元 变动 ,是 
可 射 到 自己 上 的 一 个 映射 ， 叫 做 对 的 恒 等 映射 ， 用 工 表示 ， 即 
TI) 一 &. 很 多 重要 的 映射 部 是 射 到 自己 二 的 映射 , 警 如 平面 上 的 
旋转 就 可 以 看 成 为 平面 的 点 集 射 到 自己 上 的 映射 ， 继 注意 的 是 
好 射 到 自己 内 的 转 射 有 时 是 一 对 一 的 ， 耐 姑 射 到 自己 上 的 映射 
却 有 时 是 多 对 一 的 ， 璧 如 m->2n 就 是 整数 集 射 到 自己 内 的 一 对 一 
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的 映射 ,20->n, 2% 十 1->2%m 十 1 是 整数 集 射 到 自己 上 的 多 对 一 的 映 
射 ， 

假如 ,oz 都 是 型 射 到 下 上 的 里 射 , 如 果 对 于 有 中 任意 元 
a, 而 oite) 一 rate)， 我 们 就 说 这 两 个 映射 相等 , 用 记号 oa 一 cs 表 
示 . 假如 0 是 4 射 到 如上 的 映射 ,t 是 吾 射 到 CGC 上 的 上 映射, ca) 
一 bp, T{Bb) 一 6， 即 

人 站 bs0, 
我 们 容易 证 明 , 对 应 ga->e 就 是 4 射 到 口上 的 上 映射 , 叫做 映射 +， 
的 积 , 用 记号 rc 表示 , 即 
rofel 一 T(etfa))， 
这 就 是 说 ,ro 是 完 施行 a, 后 施行 7 得 到 的 上 映射. 

要 注意 的 是 , 虽然 一 个 集 的 任意 两 个 变 搁 的 积 是 存在 的 ,但 一 
般 对 于 不 同 集 的 附 个 映射 不 一 定 有 积 . 再 映射 r, o 的 积 ra 与 0， 
5 的 积 ez 一 般 不 是 一 致 的 譬如 是 开 射 到 站 的 映射 ，r 是 六 
射 到 于 的 映射 ,这 时 ,rc er 都 有 意义 , 但 前 者 是 型 射 到 自己 的 
上 映射， 曾 后 者 则 是 户 射 到 自己 的 映射 ， 两 者 显然 不 一 致 、 即 令 
对 一 入 ,一 般 zo 与 ez 也 不 一 定 相 等 , 象 这 样 的 例子 , 我 们 在 儿 何 
上 是 很 熟悉 的 . 

假如 0 是 可 道 贞 射 , 那 六 oo (0) 一 a, 因此 o-1o 一 了 ,这 就 是 
说 oo 是 恒 等 腾 射 ， 辐 样 , oo-! 也 是 恒 等 映射 再 假如 oc,7t 痢 
是 可 逆 爱 射 ， 那 未 ro。 er 又 都 是 可 道上 映射 ， 昌 然 cr3r 5 ri 
就 分 别 是 它们 的 逆 映 射 . 

假定 对 于 集 对 中 任意 两 元 @ 5, 根据 某 个 规则 , 我 们 可 以 把 
4,5 与 某 集中 唆 一 -个 元 5 对 应 , 那 末 这 对 应 , 我 们 叫做 对 的 结合 
法 ， 有 时 又 叫 微 于 的 代数 运算 .这 时 我 们 叉 常常 说 根据 这 结合 
法 ,可 以 把 4, 5 结合 得 到 元 6, 因此 我 们 又 说 下 有 一 个 结合 法 . 辟 
如 对 于 整数 集 2 中 任意 两 数 4, 5, 我 们 命 a+5 与 它们 对 应 , 那 末 
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这 对 应 就 是 2 的 结合 法 , 它 就 是 普通 的 加 法 ， 同 样 , 对 于 &, 5 我 
位 命 a*8 与 它们 对 应 , 这 对 应 也 是 2 的 结合 法 ， 它 就 是 普通 的 乘 
法 . ' 

一 个 集 ,假如 它 具 有 适合 某 些 法 则 的 结合 法 , 或 代数 运算 , 就 
叫做 代数 系 . 象 上 面 所 示 , 整 数 集 Z 是 代数 系 ,因为 它 的 如 法 , 乘法 
两 个 结合 法 适合 交换 律 sa 十 $=5+4q, 0 一 bg， 结合 律 4- 十 (十 0) 
一 a 十 站 十 6, 4(be) 一 tad)e, 分 配 律 4 中 十 0) a8 十 ac 等 法 出 . 近 
世代 数 的 目的 就 是 讨论 某 些 基本 羽 数 系 关 于 结合 法 的 人 性质 ， 也 就 
是 代数 人 性质， 因此 可 以 说 ， 近 世代 数 是 研究 某 些 基 本 代数 系 的 理 
论 学 科 ， 

上 面 我 们 介绍 了 酉 射 ,现在 再 来 介绍 分 类 这 个 概念 . 

我 们 知道 , 通常 我 们 把 两 个 元 看 成 为 一 个 元 ,或 者 说 两 个 元 机 
等 ,所 用 的 等 号 “=” 这 个 记号 适合 下 面 三 个 律 ， 

1” 自 反 律 , 4 一 a， 

2” 对 称 律 ; 假如 4&5, 那 就 5 一 &， 

3” 传递 律 : 假如 4=6, 了 一 那 就 4 一 
并 且 引 用 等 号 时 也 只 是 引用 了 这 三 个 律 ， 但 是 适合 这 三 个 律 的 尖 
系 还 有 很 多. 一 般 来 说 , 我们 有 ; 

定义 ”假如 对 了 于 一 个 集 的 元 ,规定 了 一 个 关系 ,并 且 可 以 判 
别 其 中 每 对 元 4, 5 是否 有 这 关系 4~， 再 这 关系 还 适合 自 反 , 对 
称 , 传递 二 个 律 , 即 

1° g~ a, - 

2” 假如 ee~, 那 就 5~&， 

38” 假如 ga~# 5~o, 那 衣 #5~c. 

那 来 这 关系 ,叫做 这 集 的 等 价 关 系 . 

警 如 初等 几 全 中 的 三 角形 爹 等 、 相 似 都 是 三 角形 间 的 等 价 关 

系 ， 但 是 整数 集中 不 相等 ， 或 者 大 于 ， 小 于 等 关系 都 不 是 等 价 关 
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系 . 义 如 在 有 穷 集 站 一 fi 2 4, 8, 10} 中 , 假定 两 个 数 的 和 能 够 
窗 4 整 除 这 个 关系 是 一 ， 即 当 4lab 时 a~b, 显然 对 称 律 成 立 ， 
此 我 们 不 难 证 明 传 递 律 也 成 立 , 但 自 反 律 不 成 立 ,因此 这 关系 不 是 
型 的 等 价 关系 ". 

在 一 个 集中 ， 根 据 某 种 关系 或 者 用 某 个 观点 把 某 些 元 看 成 相 
等 或 同 英 ,把 某 些 元 看 成 不 相等 或 不 同类 , 叫做 分 类 下面 是 分 类 
与 等 价 关 系 之 间 的 一 个 重要 性 质 ， 

定理 ”和 根 如 集 臣 春 一 个 等 伦 交 系 ,所 有 与 一 个 元 等 价 的 元 形 
成 前 集 , 叫做 一 类 , 那 末 前 就 能 够 分 成 为 若干 个 这 样 没有 公共 元 
的 类 而 无 剩余 . 反 过 来 ,假如 并 能 够 分 成 若干 个 没有 公共 元 的 集 
而 无 剩余 , 这 种 集 我 们 出 它 做 类 , 那 末 元 素 在 了 同一 类 这 个 关系 就 是 
等 价 关 系 ， 

证 明 定理 的 后 半 段 我 们 容易 知 其 成 立 ， 因 此 我 们 只 要 证 明 
前 半 段 就 行 了 . 

假定 集 玉 ,是 型 中 所 有 与 元 a 等 价 的 元 形成 的 类 ， 那 末 类 
玉 s。 中 和 包含 的 元 是 相互 等 价 的 , 这 是 因为 从 se 一 3 cc， 根据 对 称 
律 ， 传 递 律 就 得 到 ?一 *， 显 然 村 中 任意 元 必定 属于 这 样 的 某 一 
类 ,因此 前 可 以 分 成 这 样 的 类 而 无 剩余 . 

假如 我 们 能 够 证 明 任 意 这 样 的 两 类 不 是 相等 就 是 没有 一 个 公 
共 元 , 那 末 型 中 任意 一 元 只 能 在 唯一 类 , 因此 定理 的 前 半 眉 就 告 
成 立 ， 

假定 两 类 玉 ,，KK。 有 一 个 公共 元 6, 那 末 &~c, 58~e, 因 此 56~ 
4#&， 如果 元 4EK。， 因 为 4~x， 所 以 58~z, 于 是 2E€E，， 因 此 
长 , 皇 太 ,同样 我 们 厅 以 证 明 下 ,对 民 。, 所 以 下。 一 民 。, 这 就 是 说 ， 
任意 两 类 如 果 不 相 等 , 那 末 它们 就 没有 一 个 公共 元 ,于 是 定理 的 前 
半 段 成立 ;因此 定理 得 证 ， 

于 是 我 们 得 知 一 个 集 ， 如 果 有 一 个 等 价 关 系 ， 它 就 有 一 种 分 


和 


映射， 分 类 "+1 
类 . 反 过 来 , 如 果 它 有 一 种 分 类 , 它 就 有 一 个 等 价 关 系 . 
假如 % 是 正 整数 ,在 整 数 集 2 中 ,两 数 4, 5 的 差 4 一 5 如 果 能 
够 用 整除 , 即 %i(q 一 站 时 , 叫 散 4 与 5 关于 模 mw 同 余 , 用 记号 
立 二 bl(modn) 或 gag=b(in) 
表示 ， 有 了 时 又 简写 成 =8， 显 然 4=4, 并 目 我 们 容易 证 明 : 假如 
& 三 5, 那 末 5 三 4， 再 假如 4 二 5, po 那 末 4==e, 所 以 它 是 等 价 关 
系 ， 于 是 对 这 个 关系 ,整数 集 2 有 一 个 分 类 ,g 所 在 的 类 是 所 有 形 
状 象 e 十 想 亿 是 任意 整数 ) 的 数 形成 的 集 ， 叫做 4 关于 n 的 同 余 
类 ,我们 用 下 表示 ,因此 2 可 以 分 成 为 m% 个 同 余 类 
和 T, .…， Hl. 
这 是 因为 关于 模 mw 任意 一 整数 必定 与 0, 1 …， mn 一 1 中 某 一 数 同 
佘 ,并 有 0, 1,…, mn 一 1 中 任意 两 数 都 不 同 余 . 当 n=1 时, 整个 整 
数 集 ZX 成 为 一 类 ， 当 n 一 2 时 , 2 就 分 成 为 两 类 , 一 类 是 所 有 侦 数 
形成 的 偶数 类 ， 一 类 是 所 有 奇数 形成 的 奇数 类 ， 任 意 元 只 与 自身 
同 余 , 并 且 相 异 的 元 郁 不 同 余 的 同 余 叫 黎 堆 间 余 .因此 2 自身 可 
以 看 成 是 根据 零 同 余 的 分 类 , 它 的 每 个 同 余 类 只 有 一 个 元 . 
上 面 是 为 了 扎 述 方便 ,假定 m>0, 其 实 %n<0 时 也 是 疗 样 成 立 
的 , 这 时 整数 集 避 可 以 分 成 lm| 个 同 余 闫 . 


习 题 1.2 


1. 假如 a=Bktoy， cdt%), 那 林 
二 (三 +a, 4—e=bp—dtny, 
ma=mnbn), ttn., 

2， 试 就 n 二 一 5 时, 把 整数 集 Z 分 类 . 

3. 假如 = 是 六 射 到 如 的 上 映射， 是 总 射 到 4 .FF 的 映射 如果 =r 一 7 
那 末 o 是 7+ 的 递 映 甘 | 

4. 很 如 J 是 首 射 到 入 上 的 映射 ， 4, 如 分 别 基 并, 所 的 子 集 ， 试 证 
o(44) 的 完全 人 象 源 包 含 4 而 号 的 完全 鼻尖 的 象 就 是 五. 
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5. 有 入 涪 从 对 称 律 和 传递 律 可 以 推出 自 友 律 , 因此 自 反 律 可 以 不 要 , 他 
的 理由 是 从 a~, 由 对 称 律 每 ~4, 峙 出 传递 律 俩 得 4~a, 你 的 意见 如 何 ? 

6， 等 价 主 个 律 可 及 政 成 为 (Da~a，(3) 如 果 0~b,4~6, 那 末 52~c。 为 
和 什么? 


$ 1.3 自然 数 , 数学 归纳 法 


依照 发 展 的 过 程 来 讲 , 人 类 首先 知道 的 元 是 正 整数 ,也 就 是 自 
然 数 
1, 2, 8, 4, B, ~., 
它们 形成 的 正 整 数 集 又 叫做 自然 数 集 . 在 这 节 我 们 不 叙述 以 它 的 
基本 性 质 为 特征 的 公理 包 , 只 叙述 它 的 一 些 基 本 性 质 , 目的 在 介绍 
数学 归纳 法 的 证 法 和 定义 , 以 备 以 后 引用 . 
一 个 集 , 假如 有 一 个 叫做 某 元 在 某 元 前 面 的 顺序 关系 ,元 e 在 
元 前面 我 们 就 说 4 小 于 6, 或 者 5 大 于 a， 用 记号 a<D 或 6a 
襟 表示 ,如果 这 关系 又 满足 下 面 两 个 条 件 : 
1” 对 于 任意 两 元 4, 8， 下 茄 的 关系 必定 有 一 而 且 只 有 一 成 


a—b. a<p, ob; 

2°? 对 于 三 元 0, 8, 6， 从 5 和, bc 就 有 4 二 so， 
那 未 这 集 就 叫做 有 序 集 . 空 集 认为 是 有 序 集 . 上 自然数 集 依 数 大 小 
的 硕 序 是 有 序 集 , 这 性 质 有 时 又 叫做 自然 数 的 有 序 性 . 

再 自然 数 集 是 无 穷 集 , 即 它 的 元 数 不 是 自然 数 , 假如 它 里 面 的 
数 依 大 小 的 顺序 排 , 那 末 在 任意 一 数 的 后 面 还 有 数 . 

于 面 是 自然 数 集 的 另 一 基本 人 性质， 这 性 质 有 时 又 叫做 自然 数 
的 最 小 性 . 

定理 1 在 自然 数 集 的 任 一 非 空子 集 型 中 , 必定 有 一 个 最 小 
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数 ,也 就 是 说 在 集 歼 中 有 不 大 于 其 他 任意 数 的 数 ， 

证 明 因为 站 非 空 ,所 以 在 性 中 时 以 取 一 数 n, 显然 ,， 形 中 
所 有 不 大 于 mn 的 数 形成 的 非 空 集 广 三， 和 如果 罚 中 有 最 小 数 , 那 
末 这 最 小 数 就 是 1 的 最 小 数 , 但 从 1 到 mn 只 有 nn 个 自然 数 ,于 是 
入 中 所 含 的 数 虹 多 只 有 "个 ,所 以 NN 有 最 小 数 ,因此 定理 成 立 . 

根据 这 性 质 我 们 可 以 推 得 下 面 重 要 定 迎 ， 它 是 教学 归纳 法 原 
理 的 依据 . 

定理 假定 下 是 下 自然 数 形成 的 集 , 如 果 它 含 省 工 ,并 有 旦 当 
它 含有 数 n 一 1 时 , 也 含有 数 mw 那 末 它 含 所 有 的 自然 数 , 即 路 是 
自然 数 集 . | 

证 明 ”假定 允 是 所 有 不 属于 性 的 自然 数 形成 的 集 ， 那 末 
1E 不 ， 如 果 下 非 室 ， 由 上 着 前 定理 得 知 玉 中 必定 有 一 个 最 小 数 
o, 因为 esEE 于 ,所 以 ex#1l， 困 此 e--1 是 站 然 数 . 但 c 是 下 中 最 小 
数 ,所 以 ec 一 IE 对, 于 是 由 假设 ,eE 下 ,这 与 上 面 的 假设 矛 讨 。 因 
此 站 是 空 集 , 也 就 是 说 , 所 有 自然 数 都 在 攻 中 , 所 以 定理 得 证 . 

于 是 我 们 得 知 ， 为 了 要 证 明 一 个 命题 对 于 所有 自然 数 都 是 真 
的 ,我 们 只 要 证 明 两 件 事 , 首先 证 明 它 对 于 1 是 真 的 , 再 假定 这 合 
题 对 于 自然 数 4 一 1 是 真 的 时 ,进而 证 有 明 它 对 于 自然 数 % 也 是 真 的 
就 行 了 ， 这 就 是 普通 所 请 的 数学 归纳 法 ， 此 外 ， 数 学 归纳 法 还 有 
下 面 另 一 形式 . 

为 了 要 证 明 一 个 命题 对 于 所 有 的 自然 数 都 是 真 的 ， 我 们 具 歼 
证 明 它 对 于 1 是 真 的 ， 并 且 假 定 它 对 于 所 有 小 于 wn 的 自然 数 都 是 
真 的 时 ， 再 证 明 它 对 于 自然 数 4 也 是 真 的 就 行 了 .这 形式 在 应 用 
上 大 时 比 上 面 的 方便 . 

璧 如， 任意 一 笔 火 于 了 元 的 整数 付款 可 以 用 3 元 及 所 元 票面 
的 钞票 支付 , 这 一 事实 可 以 用 数学 归纳 法 验证 如 下 ;， 旺 然 ,8 元 的 
付款 可 以 用 一 张 3 元 政 一 张 号 郭 的 钞票 支付 , 这 就 是 说 , 当 m= 4 
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区 革 + 了 7 一 8 时 ,这 事实 是 真 的 ; 假定 小 于 % 时 这 事实 是 真 的 , 因为 
加 十 了 一 [tm 一 3) 十 了 ] 十 纯 ， 

所 以 当 nn 时 这 事实 也 是 真 的 , 因此 对 于 任意 + 这 事实 都 是 真 移 , 即 
任意 %+7 元 的 付款 都 可 以 用 3 元 其 5 元 的 钞票 支付 . 

再 有 许多 定义 也 可 以 根据 归纳 法 的 原理 来 规定 ,这 就 是 说 ,一 
个 定义 对 于 所 有 的 自然 数 都 规定 好 了 ,只 要 根据 两 件 事 ,首先 我 们 
对 于 数 二 规定 这 定义 ， 其 次 很 定 这 定义 对 于 自然 数 % 一 1 (或 是 小 
于 的 记 有 自然 数 ) 已 经 规定 好 了 ,再 规定 它 对 于 自然 数 % 的 意义 
就 行 了 . 

局 如 假定 一 个 集 有 一 个 飞 法 的 辣 合 法 ， 其 中 任意 况 个 元 ga 
ga， gm 的 蒋 积 


ny 
我 们 可 以 根据 归纳 法 这 样 来 规定 它 的 意义 ， 
a, =as, I mi 一 人 Ie)o.. 
t=1 1 #=l 


习 题 1.3 


1， 试 用 妇 纳 法 证 明 对 于 任意 自然 数 n， 
nt1 一 3 一 4 
必定 是 9 的 倍数 . 
2， 试 用 归纳 法 原理 规定 四 的 意义 ,这 里 吕 是 自然 数 ， 
参 者 文 献 
[23] R.A. Roweubanw, Reomark on Tairaienece relation, 和 mer, Math.Monthly, 
62 955), 85U. 
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这 章 简 单 地 介绍 群 的 基本 概念 , 主要 是 说 明 群 . 子 群 . 同 构 . 同 
态 .正规 子 群 , 商 群 等 的 意义 ， 以 及 它们 的 基本 性 质 ， 在 第 五 章 我 
们 还 要 进一步 讨论 一 些 比较 复杂 的 重要 福 质 . 


S82.] 群 的 概念 


在 数学 各 部 门 及 它 的 应 用 中 ， 很 多 代数 系 是 只 有 一 种 结合 法 
的 ， 警 如 后 商 所 述 的 变换 的 集合 就 是 这 样 . 在 只 有 一 种 铺 合 法 的 
代数 系 中 , 最 重要 的 就 是 群 , 它 的 运算 法 则 与 数 的 运算 法 则 类 似 ， 
并 且 有 非常 广泛 的 应 用 , 是 近世 代数 中 最 基本 的 概念 . 

定义 ”一 个 集 字 ， 假 如 它 不 是 空 集 , 并 且 满 足下 面 四 个 条 件 ， 
就 叫做 群 

1” 有 一 个 闭合 的 结合 法 ， 这 就 是 说 ，G 中 任意 两 元 4, 8 
的 结合 。 仍然 是 G 中 元 .结合 法 通常 写成 乘法 ,这 时 。 又 叫做 a， 
8 的 积 ， 我 们 用 记号 


b= =0 
来 表示 要 注意 的 是 积 op 虽然 是 出 4 上- 意 决 定 的 ， 和 但 一 般 它 
还 与 8, 的 响 序 有 关 , 也 就 是 说 a8 不 一 定 等 于 ba. 
3” 他 的 结合 法 适合 结合 律 ， 也 就 是 说 ， 对 于 好 中 任意 三 元 
a, 8， 2 我 们 有 
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{ahc~=at{ bo). 
3” 对 于 中 任意 元 4， 在 如 中 (最 少 ) 有 一 个 { 左 ) 单 性 元 6， 
满足 
6 一 到 ， 
4 对 于 台中 任意 元 ,在 如 中 (最 少 ) 有 一 全 满 足 
a so—e 
的 ( 左 ) 北 元 a ”这 里 e 就 是 上 面 的 ( 左 ) 单 位 元 . 
一 个 非 空 集 , 假如 它 满足 上 面 的 条 作 1”, 也 就 是 说 , 它 有 一 个 
闭 台 的 结合 法 时 ,我 们 就 叫 它 做 乘 集 ， 假 如 它 满足 上 面 1?,， 2” 两 
个 条 件 ,我 们 又 叫 它 做 毕 群 ， 半 群 也 是 -一 个 重要 概念 ， 
一 个 群 ,假如 它 的 结合 法 还 满足 交接 律 . 
ab=bhe, 
就 叫做 可 挨 群 ,或 阿 贝 耳 (N. 开 . Abel, 1802~1829) 群 
群 这 个 概念 概括 了 很 多 代数 系 ， 为 了 对 这 概念 有 较 深 入 的 了 
解 ,下 面 给 出 一 些 例 . 
譬如 所 有 正 有 理 数 , 绩 合 法 是 通常 的 丧 法 形成 一 个 群 , 它 的 单 
位 元 是 1， 有理数 集 昌 对 于 加 法 成 群 ， 单 位 元 是 0. 但 对 于 乘法 
只 成 为 半 群 ,而 不 能 成 为 群 , 因为 零 没 有 逆 元 ， 同 样 , 整数 集 多 对 
加 法 成 群 ， 又 整数 1， 一 或 者 单独 的 一 个 整数 1, 对 乘法 都 成 群 ， 
这 些 都 是 可 换 群 ， 由 1 个 元 形成 的 群 , 叫 艇 单位 元 群 ,元 数 是 有 益 
的 群 叫做 有 穷 群 , 否则 就 由 做 无 穷 群 . 
下 面 我 们 再 给 出 两 类 重要 的 群 , 它 的 元 并 不 是 数 ， 
由 实数 组 成 移 所 有 级 满 秩 入 阵 对 乘法 形成 为 群 , 叫 歼 玉 上 
的 wm 级 线性 群 ， 或 简称 线性 群 ， 用 G 了 (fm， 乓 ) 表示, 这 里 天 是 实 
数 焦 ， 线 性 群 的 单位 元 是 对 角 线 上 元 都 是 1 其 余部 是 0 的 单位 朱 
阵 . 
在 经 间 ,， 绕 一 个 固定 点 的 所 有 旋转 形成 一 个 群 ,叫做 旋转 群 . 


群 的 概念 17 


这 是 两 为 两 个 施 转 s,+ 须 次 施行 的 结果 仍然 是 一 个 绕 那 个 园 定 点 
的 旋转 . 假如 我 们 把 先 施行 上 再 施行 s 所 得 到 的 旋转 , 叫做 3, 的 
积 ， 用 sg. 或 如 表示 ， 那 未 结合 律 显 然 成 立 ， 恒 等 旋 转 就 是 单位 
元 。 一 个 旋转 的 逆 就 是 与 原 旋转 相反 的 旋转 ， 从 几何 的 直 党 我 们 
很 容易 得 知 时 不 一 定 是 ta, 因此 旋转 群 不 一 定 是 阿 贝 耳 群 . 

假如 空间 中 所 有 点 的 集合 用 对 表示 , 那 未 绕 一 个 固定 点 的 旋 
转 ,显然 是 估 谢 到 自己 上 的 可 送 聊 对 ,也 就 是 Mf 的 变 撞 ， 但 变换 
不 一 定 是 族 转 ,如 果 把 施 转换 成 更 广泛 的 变 痪 , 我 们 要 问 ， 村 的 所 
有 变换 是 否 也 象 上 面 旋转 一 梓 亿 够 形成 为 群 ? 

因为 变换 是 可 逆 陕 射 由 $1.2 我 们 得 知 , 任意 两 个 变换 s, 
的 积 导 仍然 是 一 个 变换 , 它 是 先 施 行 变换 i， 青 施 行 变换 s 所 得 到 
的 变换 ， 假 如 e 是 施行 的 对 象 , 那 就 有 

st(a) —s(t(q)). 
要 证 明 结合 律 (rs)i 一 7 (st), 我 们 只 要 把 两 边 的 变换 同时 施行 到 对 
象 4 上 面 ,我 们 就 有 
(ra)t(a) — (rs) (f(a)) =r (s(t(@))), 
Tist) (a) —r (st 0)) —r (s(tia))), 
因此 结合 律 成 立 ， 恒 等 变换 了 是 把 每 个 施行 对 象 仍 然 变 成 自己 的 
映射 , 即 
fH) 一 三 

因此 对 主任 意 变换 s， 我 们 有 I 一 s， 所 以 恒 等 变 换 具 有 群 的 单位 
元 的 性 质 ， 任 意 变 换 s 都 有 逆 变 换 9-+, 它 是 把 8(q) 变 成 为 a 的 映 
射 ,因此 s-18 二 T， 从 上 面 看 来 , 集 开 的 所 有 变换 满足 群 的 四 个 条 
件 , 所 以 所 有 这 些 变换 形成 为 群 ， 叫做 集 型 的 变换 群 。 显然 它 不 
是 可 找 群 假如 下 是 元 数 为 m 的 有 穷 集 , 那 末 这 个 群 也 叫做 于 个 
文字 上 的 对 称 群 ,或 好 次 对 称 群 , 或 者 简称 为 对 称 群 ,用 以 表示 ， 
也 就 是 说 ,个 文字 上 的 所 有 变换 形成 的 群 就 是 对 称 群 5,. 我 们 容 


Tp ru 7 :PP EE PE Epp pt rr 


18 第 二 章 群 

易 知 道 ,对 称 群 避 的 元 数 是 m:， 所 以 总 是 有 穷 群 ,并 且 丰 是 可 换 
群 . 

妆 间 是 月 穿 集 时 , 它 的 变换 有 时 又 叫做 排列 ， 对 于 排列 , 也 
就 是 对 于 对 称 群 的 元 ,下 送 有 一 个 简明 的 表示 法 ， 

假如 型 是 元 数 为 4 的 有 穷 集 , 它 的 元 记 成 14, 2,…, %, 那 末 
它 的 排列 8 可 以 用 式 子 表示 训 下 ; 

| 和 ，- 多 
sa 3(2) .… sn)): 

式 中 8( 四 就 是 它 上 面 ji 的 象 ， 句 如， 


1284 
sa 4 a1) 


是 入, 2，3， 分 的 一 个 排列 ， 它 把 工 换 成 2, 2 换 成 4 3 不 动 , 4 换 
成 1， 再 我 们 容易 知道 ， 
/li1234 
sc ). 


4 1 832 
1 284 
又 假定 ‘(sa) 
| /1 284 1 2.84 
那 末 4 213) s-(1 342) 


对 称 群 在 代数 中 是 非常 重要 的 . 从 历史 来 说 , 研究 群 首先 是 研 
究 对 称 群 ， 群 的 抽象 化 是 自 绅 罗 宾 纽 斯 {G. Frohenins, 1849~ 
1917) 开 始 的 . 在 第 六 章 ， 我 们 得 知 对 称 群 竟 概 念 首先 是 条 罗 丽 
(FE. Galois, 1811 ~4832} 建立 的 ,他 创造 这 概念 来 证 明 4 次 以 上 
的 一 般 才 项 式 不 能 够 用 很 号 解 出 ， 此 外 ， 由 后 面 $2.4 我 们 还 得 
知 ,- -个 有 穷 严 可 以 看 成 是 对 称 群 的 子 群 ,因此 ， 盆 如 对 称 群 研究 
清楚 了 , 有 穷 群 也 就 研究 清楚 了 ， 

上 面 给 出 了 群 的 一 些 便 于 ， 现 在 我 们 百 从 群 的 定义 出 恬 来 讨 


ee a i 
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论 群 的 基本 性 质 . ， 

从 群 定义 中 条 件 2°, 我 们 得 知 任 意 三 元 4, 5, “的 乘积 ， 由 它 
们 自身 及 它们 药 顺 序 一 意 决 定 , 与 结合 的 先后 也 就 是 与 所 加 的 “ 括 
弧 " 无 关 , 对 于 任意 % 个 元 的 积 也 是 如 此 ， 

定理 1 群 全 中 和 任意 % 个 元 而 ;, sa 0 的 必 积 由 它们 自 
身 及 它们 的 顺序 一 意 决 定 . . 

证 明 我 们 用 归纳 法 来 证 明 . 当 %=3 时 ,就 是 群 定义 中 的 条 
忻 2°. 现在 很 定 元 数 小 于 时 定理 成 立 , 来 证 明 元 数 是 nw 时 定理 
也 成 立 . . 

% 个 元 依 而 43，…, mr 的 顺序 的 乘积 不 外 下 列 各 种 形式 : 

Ci) (Ga Gata), 
KG1 "人 2 (Aa 
(or vearar Den ， 
但 其 中 任意 一 种 
(gy mn) (Cnt tn) 一 (0 Ca mm) ) Ct En) 
= (a1) -((gea an- (amr)) 
| = (41) "(gar 0 ), 

这 就 是 说 ,它们 都 与 第 一 种 一 致 ,所 以 它们 的 匀 积 与 所 加 的 括 放 无 
关 , 因此 定理 成 立 . 

假如 个 是 可 换 群 , 那 来 &1, ga,…', tn 的 情 积 由 它们 自身 就 唯 
一 决定 , 与 它们 的 顺序 无 洋 . 

于 是 为 了 方便 ,个 元 eaa an 的 乘积 ,我 们 就 用 Gaga…as 
肖 示 ,不 男 加 括 蜂 ,此 外 ,与 普通 代数 学 中 一 : 样 ,我 们 义 有 


全 一 人 
一 一 一 一 


一 ,一 一 


凡 个 如 个 
从 群 定义 中 8°，4 两 条 件 ， 我 们 有 -zac ec 一 wa 用 
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2 的 ( 左 ) 道 元 左 乘 就 得 到 aaa 了 一 e 即 
qa 1—8. = 
也 就 是 说 ， 左 道 元 同时 叉 是 右 闻 元， 因此 我 们 又 时 ea 估 的 道 
元 ， 青 因为 
de— de lg 0 ot, 
也 就 是 说 ， 左 单位 元 同时 又 是 右 单 位 元 ， 因 此 我 们 又 叫 e 做 单位 
交 ， 
群 的 单位 元 只 有 唯一 的 一 个 ,这 是 困 为 , 假如 el sa 都 是 单位 
元 , 那 就 有 
Be By, 
元 4 的 道 元 也 具有 唯一 的 一 个 , 这 是 因为 ， 假 如 35,5 部 是 4 的 道 
元 , 那 宋 让 一 cog 一 6 因为 ac 一 6, 所 以 
“ 站 一 5 一 多 一 4 
显然 ,元 中 又 是 它 的 道 元 se 的 道 元 , 即 
(a =0, 
关于 两 个 元 乘积 的 道 元 ,我 们 有 下 面 的 计算 规则 ， 
‘qb) 一 下 -8 
这 是 因为 , (bia Dabp=blin 9)b0=0 1p=—e. 
假定 w, 五 是 群 他 的 元 ， 那 末 方 程 ax=8 与 ga=5 在 全 中 痢 
只 有 唯一 个 解 , 这 是 因为 
ma lbh) = (nq Tb =e =b, 
(ba Da=b(a lg) 一 De 一 百 ， 
所 以 4 一 2 5, 3 一 ze ! 分 别 是 它们 的 解 。 显然 ， 它 们 的 解 都 是 叭 
一 前 . 
我 们 又 常常 说 4 5 是 4 左 除 5 的 商 ，3a*! 是 a 右 除 8 的 商 . 
因为 乘法 与 因子 的 顺序 有 关 , 所 以 ec 诺 除 五 与 4 右 除 咏 它们 的 次 
一 般 不 是 一 致 的 ， 于 是 在 群 中 , 飞 法 这 种 运算 是 有 逆 运 算 的 , 也 就 
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是 说 ,在 群 中 除了 乘法 运 息 处 , 还 有 它 的 道 运 算 除 法 这 种 运算 , 并 
吾 对 证 除 法 来 说 , 它 也 与 乘法 一 样 是 闭合 的 . 

假定 ae, 五 , 下 蚌 群 他 的 元 ， 并 和 且 a5=a28' 或 8 一 Be， 那 就 有 
0=b'， 这 是 因为 ， 用 0 1 左 科 45=ab' 的 两 边 或 用 e+ 右 乘 io 一 
aa 的 两 边 :就 得 到 8 一 .因此 群 的 结合 法 又 是 适合 消去 律 的 ， 

于 面 我 们 来 讨论 群 形成 的 条 件 ， 

显然 ， 群 定 尺 申 8,， 和 两 个 条 件 可 以 引用 ( 右 ) 单 位 元 及 5 右 ) 
北 元 而 改 上 成 为 ee=a,aa ?一 e 的 形式 ,但 是 不 可 玻 为 ge 一 28 8 一 
e， 上 此外, 这 两 个 条 件 还 可 以 用 另外 的 形式 来 表达 . 

定理 2 群 定义 中 3， 4° 两 个 条 件 , 可 以 用 对 除法 是 闭合 的 ， 
也 就 是 说 ， 对 于 群 中 任意 元 &, 5, 方程 az =5, ya=b 在 群 中 有 队 
一 个 解 这 条 件 来 代替 . 

证 明 我 们 只 要 用 群 定 义 中 1°,2° 两 条 性 与 对 除法 是 闭合 的 
这 一 条 忻 能 够 证 明 群 定义 中 3", 4° 两 条 件 就 行 了 . 

候 定 c 症 群 由 元 , 是 方程 we=e 的 解 , 即 se=c， 如 果 & 是 群 
中 任意 元 ,并 且 cy=&, 那 束 由 ecy 二 ey, 邑 得 

6 一 站 
因此 群 定义 中 条 件 3° 成 立 . 至 于 条 忻 4*， 从 wa=6 的 可 解 性 就 
可 以 推出 来 ,所 以 定理 得 证 . 

由 上 面 的 证 明 , 我 们 得 知 群 中 一 元 如 时 与 群 中 某 元 相 莱 ,其 积 
仍然 是 荣 元 , 那 末 它 就 是 单位 元 ， 又 ,一 个 集 , 假如 它 对 于 习 法 及 
它 的 道 运算 除法 部 是 闭合 的 ,并 且 适 合 乘法 的 结 会 律 , 那 末 它 就 成 
为 群 . 

定理 3 假如 人 Q@ 是 有 穷 集 ， 屠 末 它 成 群 所 需要 的 除法 是 闭合 
欧 这 条 件 又 可 以 用 消去 律 来 代替 . 

证 明 假定 = {el aa … 8,8 是 如 中 任意 元 , 那 末 {am， 
fa2z; 下 是 如 的 了 竹 集 , 但 这 % 个 元 彼此 互 异 ,因为 假如 auw 一 
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aw;， 由 消去 律 就 得 到 a:=&;， 这 与 假设 不 合 ， 所 以 8= {ga cas， 
4} ， 因 此 如 中 任意 元 8 可 以 写成 5 一 qa 的 形式 ,所 以 一 6 
是 方程 azx=5 在 全 中 的 解 。 同样 ;我们 可 以 证 明 8=swa 在 如 中 也 
有 和 解 ,因此 定理 成 立 . . 

于 是 我 们 得 知 适 合 消去 律 的 有 穷 半 群 是 一 个 群 . 

群 的 很 多 性 质 可 以 用 米 作 为 它 的 定 头 ， 因 此 群 可 以 有 很 多 不 
同 芍 定义 ， 罗 伦 芯 (P. Lorenzen) 曾 举 了 各个 以 上 的 定义 ,其 中 
有 不 用 乘法 而 用 除法 来 定义 的 ,读者 如 有 兴趣 ,可 参考 本 章 示 的 文 
献 {3] 

我 们 容易 知道 ,一 个 飞 集 或 一 个 群 ,假如 其 中 任意 两 元 的 积 已 
经 知道 , 那 末 这 和 蒋 集 或 这 群 也 就 完全 知道 .假如 习 集 = {a as， 
ayvley, 1821 一 1895) 用 下 面 的 甫 来 表示 字 
中 任意 两 元 的 结合 ,叫做 葬 法 表 , 当 昌 是 群 时 , 这 才 又 叫 艇 群 表 . 


代 ] 说 
1 | Ga ago 


警 如 群 各 = {e, 4a, 名 中 元 的 结合 法 为 
86—8, 0 — de—0, Bh = te=b, 
aa=b, bh=8, tb bre, 


那 末 它 的 群 表 就 是 


Ly 
Ln 
有 = | 
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从 乘法 表 夏 元 素 间 的 结合 非常 明显 ,因此 我 们 给 出 一 个 群 时 ， 
常常 就 给 出 它 的 群 表 ， 在 群 表 的 每 行 每 询 中 ， 群 的 性 意 元 必定 出 
现 一 次 而 且 也 只 出 现 一 次 ， 这 是 因为 在 群 中 消去 法 是 成 立 的 ， 可 
换 群 并 且 只 有 苛 换 群 志 有 关于 主 对 角 线 对 称 的 群 表 . 
当 群 好 的 结合 法 误 足 交换 律 时 ,也 就 是 说 如 是 可 换 群 时 ,我 
们 常常 把 结合 法 写成 加 法 , 积 a8 就 写成 和 十 2 这 册 鼠 艾 叫 做 加 
群 ， 有 时 也 时 伍 模 . 单位 元 写成 9, 叫做 替 元 ， 元 & 的 道 元 写成 
一 4 叫做 负 5， 即 
OQ-ta=g, —a++a=0). 


再 a 二 ta=n, (0) = ng, 
一 一、 
强 个 - 所 个 


并 且 我 们 叉 常 常 把 4 十 (一 雁 写 成 4 一 5, 叫做 & 减 5, 因 此 一 (a 一 扩 
=b 一 ,特别 当 模 的 元 是 数 时 ,我 们 又 常常 把 它 叫 做 数 模 ,因此 有 
理 数 集 日, 整数 集 必 郡 是 数 模 . 


习 题 2.1 
1 假如 刀 , 2, 3, 分 的 乘法 表 是 


| 1 2 3 4 


os 
Ce be FF 


上 


4 3 

| 3 1 

| 2 4 

4 1 2 

它们 是 否 成 为 群 ? 很 如 不 成 为 群 ,结合 律 是 众 成 立 ? 有 无 单位 元 ? 
3， 试 证 圭 测 四 个 先 阵 尘 于 对 法 成 群 


CQ) 


3， 试 证 不 国 六 个 分 数 : 
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成 群 ， 这 时 两 个 分 数 的 结合 法 是 把 第 一 个 分 数 代入 第 一 个 分 数 中 的 7 得 到 的 
结果 ， 
4. 斌 求 电 , 引 ， 8t, ts, tst ,sts 所 如 


rb - dn a be de 
s( 人 .小 人 ( e a £ a) 

， 试 求 3 个 文字 上 的 对 称 群 584 的 群 表 . 
. 假如 4,5 是 群 中 两 元 ,如果 (a6 站 一 的 , 试 证 2 二 bg， 
:假如 殷 是 群 ,如 果 其 中 任意 郊 的 道 元 就 是 它 自身 , 斌 证 种 是 可 换 群 。 

8. 试 证 在 任意 元 数 大 于 2 的 非 可 换 群 中 存在 满足 吧 一 54 更 个 异 寺 单 
位 元 的 元 a, B 

9， 假 定 G 是 群 , 4 是 6 中 一 元 , 试 证 映 射 0s(9) =og( 或 ga)，9EG 是 
如 的 变换 , 并 且 召 的 所 有 这 样 的 变换 形成 一 个 群 . 

0. 很 定 怠 是 韭 空 集合 , 它 有 一 个 叫做 除法 的 闭合 的 结合 法 wy, 并 且 

I d=bib oe, 27 obipy=a, 3° (Cafey /Be = 9D, 

试 证 G 对 悉 法 ab 一 450-1, 1-e 避 成 群 ,其 中 474 一 e 是 单位 元 , 6/4 一 1 是 
的 道 元 . ” 


“~ 全 人 


§2.2 于 群 


在 研究 一 个 群 的 构造 时 , 也 就 是 说 ,整个 地 来 看 群 中 元 素 疗 的 
关系 时 ,当然 需要 考虑 它 的 子 群 . 群 的 全 部 内 容 大 都 与 子 群 有 关 ， 
子 群 是 一 个 重要 概念 . 

定 允 ”一 个 群 如 前 非 空子 集 吾 ， 假 如 对 于 局 的 结合 法 形成 
为 群 ,就 叫做 G 的 和子 群 . 

譬如 整数 集 对 加 法 形成 的 群 是 有 理 数 集 对 加 法 形成 的 群 的 子 
群 , 但 1， 一 1 对 冬 法 形成 的 群 不 是 有 理 数 集 对 加 法 形成 的 群 的 于 
群 ,因为 它们 的 结合 法 不 一 致 . 

群 可 以 看 成 自身 的 子 群 , 异 于 启 身 的 子 铬 ,叫做 真子 群 ， 任 一 
群 有 只 由 单位 元 形成 的 单位 元 群 做 它 的 子 群 . 一 个 群 的 任意 多 个 
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子 群 的 交集 仍然 是 一 个 子 群 ， 但 是 任意 两 个 子 群 的 并 集 却 不 一 定 
成 群 . 

想 如 玖 是 好 的 子 群 , 显然 如 的 单位 元 就 是 局 的 单位 元 , 厅 
中 元 的 逆 元 也 就 是 4 在 9 中 的 北 元 ， 

下 面 我 们 首先 讨论 子 集 形成 子 群 的 条 件 ， 

定理 1 群 G 的 非 空 于 集 互 成 为 子 群 的 必要 充分 条 件 是 : 

1° 假如 五 包含 元 ,8, 那 末 它 也 包含 它们 的 积 cb， 

22 假如 五 包含 那 末 它 也 包含 4 的 逆 4-1，。 

证 明 ”因为 必要 性 显然 成 立 , 现在 我 们 只 要 证 明 充 分 性 ， 

工 面 的 条 件 1° 就 是 群 定义 的 条 件 1°, 结合 律 在 G 中 天 立 , 当 
然 在 瑟 中 也 同样 成 立 ， 再 根据 上 面 的 条 件 2"， 我 们 又 得 知 假如 
瑟 包含 &, 它 也 包含 a-!, 因 此 于 包含 et@=e 于 是 互 成 群 ,所 以 
定理 成 立 . 

上 面 两 全 条件, 我 们 把 它 并 合成 为 一 个 ,就 得 到 

定理 8 群 他 的 非 空子 集 吾 成 为 子 群 的 必要 充分 条 件 是 : 假 
如 瑟 包含 &, 5, 闭 末 如 也 包含 ab-1, 

证 明 因为 如 果 万 包含 se, 那 末 它 就 包 售 aa 一 6 所 以 五 也 
包含 sa-!-a+， 再 如 果 五 包含 @ 5 它 就 包含 4(8 1!) + 一 gb, 因 
此 定理 得 和 证 ， 

譬如 线性 群 GIL(n, 区 ) 中 亡 有 行列 式 为 1 的 矩阵 形成 为 子 
群 ,这 是 因为 从 |4|=1, 181=1, 我 们 就 有 |4|.183| 1. 

、 当 群 是 加 群 时 ，& 的 负 元 是 一 4, 因此 定理 2 中 所 说 的 必要 充 
分 条 件 就 是 : 假如 五 包含 a, 5, 那 末 吾 也 包含 a 一 5. 

特别 当 五 是 有 穷 集 时 , 它 成 为 子 群 的 必要 充分 条 件 只 是 定理 
1 中 的 条 件 1 ， 因 为 这 时 ， 我 们 可 以 把 消去 律 来 代替 群 定义 的 条 
作 3", 4", 但 是 消去 律 在 G 中 是 成 立 的 ,因此 在 五 中 也 癌 样 成 立 。 
青 我 们 来 介绍 对 称 群 的 重要 子 群 一 一 交代 群 . 
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我 们 首先 来 简化 .上 节 中 排列 的 表示 . 我 们 用 伺 28 久 表示 这 
样 的 排列 , 它 是 把 1 换 成 2, 2 换 威 3,3 搁 成 4， 最 后 的 4 换 成 最 
前 而 的 二 其 余 的 文字 都 不 变动 .这 种 排 询 又 常 叫 向 桥 环 排列 .出 
两 个 文字 组 成 的 循环 排列 ,叫做 对 换 . 譬如 代 区 就 是 把 工 换 成 2, 
2 换 成 卫 其 余 的 文字 都 不 变动 的 对 换 . 为 了 方便 , 我 们 更 规定 由 一 
个 文字 组 成 的 循环 排列 是 伺 等 排列 . 
容易 证 明 ， 任 意 一 个 排列 可 以 用 没有 公共 文字 的 循环 排列 的 
乘积 来 表示 , 辟 如 
(ss 4 9 )-a8005, 
1 2 3 
2 3 1 4 5 
这 时 ， 循 环 因子 显然 是 可 以 相互 交换 的 ， 假 如 不 计 循环 因子 的 顺 
序 ， 那 末 这 种 表示 就 是 一 意 的 .又 任意 短 环 排列 可 以 用 对 换 的 乘 
积 来 表 东 ,这 种 表示 不 是 唯一 的 ,并 且 与 因子 的 顺序 有 关 ， 辟 如 
(1283.00) = 2D ml1n) 
={1n) 人生 一 二 {1 2), 
(26)=(121 (2)=0D1215) 
=—(46)(34)(23) (894. 
于 是 任意 一 个 排列 可 以 用 对 多 的 习 积 来 表示 ， 这 玫 示 不 是 唯 
一 的 , 但 它 有 下 面 一 个 重要 的 不 变性 质 . 
定理 3 假如 一 个 排列 用 对 换 的 蒋 积 来 表示 ， 那 未 对 摘 因子 
的 个 数 是 偶数 或 奇数 是 一 定 的 ， 也 就 是 说 , 是 偶数 时 永远 是 偶数 ， 
是 奇数 时 永远 是 亲 数 . 
证 明 ”假设 个 文字 a, …, 44 的 函数 
F= I (go) 


1aiciet 


一 (cs Qn) 
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. {a :9 一 0 ) ™ (gn_s — x1) 


和 


我 们 把 丈 写 成 . 
BF= (gs—&) LL, (ee— ex) (@— anf, 

这 里 了 不 包含 及 a1， 现在 严 上 施行 对 换 (mx 01), 我 们 容易 知道 
了 及 (ao 一 oa {gi 一 都 不 变动 ,但 (oy 一 a) 变 了 符号 , 所 以 五 就 换 
成 为 一 了 .这 就 是 说 ,在 束 上 施行 尾 一 个 对 换 , 六 就 变 符号 , 因此 
在 了 上 假如 继续 施行 偶数 个 对 换 ， 结 果 仍 然 是 丈 ， 假 如 继续 施行 
奇数 个 对 换 ， 结 果 就 是 一 马 ， 但 是 在 百 上 施行 一 个 排列 的 结果 是 
一 定 的 ,因此 一 个 排列 不 能 同时 天 汶 侦 数 个 对 换 的 乘积 , 又 表 为 奇 
数 个 对 换 的 乘积 ,所 以 定理 成 立 ， 

一 个 排列 , 它 的 对 换 因 子 的 个 数 假如 是 个 数 , 就 叫做 偶 排 列 ， 
假如 是 奇数 就 叫做 奇 排列 .一 个 偶 排 列 与 一 个 奇 排列 的 夷 积 是 奇 
排列 ， 两 个 但 排列 或 两 个 奇 排列 的 乘积 都 是 偶 排 询 ， 人 恒 等 排 列 基 
偶 排 痢 中 . 

因为 两 个 偶 排 列 的 乘积 仍然 是 伪 排 列 ， 所 以 在 个 文字 上 的 
对 称 群 3, 中 所 有 候 排 列 形成 一 个 子 群 ， 叫 做 个 文字 上 的 变 代 
群 ,用 4 来 克 示 , 它 是 5, 中 一 个 非常 重要 的 子 群 . 再 对 称 群 5 中 
偶 排 列 个 数 与 奇 排列 个 数 相等 . 这 是 因为 用 5 中 某 一 奇 排列 乘 其 
中 所 有 担 排 列 就 得 到 互 异 的 奇 排列 ,因此 5S, 中 侦 排 列 不 多 于 奇 排 
列 , 同样 ,8, 中 奇 排列 又 不 多 于 侦 排 列 ， 所 以 8 中 但 排列 个 数 与 
奇 排列 个 数 相等 .因为 8; 的 元 数 是 RW!， 所 以 A 的 元 数 是 m%172. 

璧 如 三 个 文字 上 的 对 称 群 

Ss=—{(1); {12), (13), (28), (423), (182)}, 


交代 群 
4a={T(D (L128,(182)}. 
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最 后 来 讨论 循环 群 的 子 群 ,我 们 先 介绍 循环 群 . 

假定 好 是 群 杂 的 予 集 , 当然 它 不 一 定 成 群 ， 因 为 于 中 任意 
硒 元 的 积 以 及 任意 元 的 道 虽 然 都 在 杂 中 ,但 不 一 定 都 在 型 中 . 如 
打 我 们 把 这 些 积 以 及 这 些 逆 都 添加 于 开 , 那 它 就 成 为 子 群 ， 这 于 
群 包 含 对 ,叫做 由 对 生成 的 群 , 用 CM) 来 表示 , 这 时 我 们 又 说 对 
是 (及 ) 的 生成 元 集 ， 关中 元 又 叫做 (下 ) 的 生成 元 . 在 全 中, 除 人 好 
自身 外 ,可 能 还 有 其 他 子 群 包含 I, 但 是 任意 包含 于 的 子 群 都 包 
会 (于 ) 所 以 (了 H) 是 忆 中 所 有 包含 型 的 子 群 的 交集 ,因此 (对 ) 是 
好 中 包含 于 的 最 小 子 群 . 当 对 自身 是 子 群 时 , CM) 一 于 

要 如 型 = {al, aa …, qn},; 并 且 其 中 任意 钠 元 co g 都 能 够 交 
换 , 即 ao 一 cias 那 末 CM) 是 所 有 形状 象 

| Cs 
的 元 形成 的 子 群 , 这 里 ws 是 正 . 负 整 数 或 零 . 

特别 ， 由 一 个 元 4 生 束 的 子 群 (@) 是 由 元 & 的 所 有 输 必 形成 
的 , 这 时 

QM "ta, 60, HW "= (0 1), 

一 个 群 如 果 是 由 其 中 -~ 个 元 生成 的 就 叫做 桥 环 群 . 

譬如 4s 是 元 数 是 8 的 循环 群 ，(12 3), (132) 都 是 它 的 生成 
元 , 即 44 一 (123)) 一 ((132))， 整 数 集 2 对 加 法 形成 的 加 群 是 
无 穷 循环 群 ,1， 一 +t 都 是 它 的 生成 元 , 即 2 一 1) = (一 二 ， 

循环 群 在 群 中 是 梅 造 最 简单 的 ， 并 且 也 是 最 基本 的 .下 面 我 
们 来 讨论 循环 群 (ea) 的 构造 . 

假定 a 的 所 有 军 移 所 不 相等 , 即 当 产 并 时 ，@z 关 ex, 因此 这 时 
括 环 群 (a) 是 由 下 闸 的 元 组 成 的 ， 


—9 —i 必 1 名 
yy 


它 是 无 穷 群 . 
假定 a 的 竹中 有 相等 的 ， 并 且 衣 > 时 ,a* 一 q*, 这 时 我 们 有 
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tte At>0. 
如 果 % 是 使 a"=e 成 立 的 最 小 正 整 数 ， 那 末 0 看，a" 于 彼此 
互 异 , 这 是 因为 假如 


a= OEIi<n, 


那 末 
一 Qj<n, 
这 与 呈 基 最 小 正 整数 的 假定 矛盾 . 
再 假如 把 任意 浆 数 哺 写成 
了 一 人 十 站 Qer < 
那 就 有 


om 一 ntr -andr- (aeyqoer -ear-ar， 
刻 以 a 的 任意 撒 都 与 6 有 H,，… a+ 中 某 一 个 相等 ,因此 这 时 特 
环 群 (0) 只 会 有 个 元 1 
a, Ql 

它 是 有 穷 群 ,元 数 是 久 ， 

假如 z 的 任意 两 个 菲 洪 都 不 相等 ,我 们 就 说 4 的 阶 是 无 穿 . 殷 
如 < 的 磁 属 中 有 相等 的 , n 时 使 a 一 6 成 立 的 最 小 正 整 数 ， 我们 就 
说 & 的 阶 数 是 n. 

譬如 群 的 单位 元 的 阶 数 是 二 4s 的 生成 元 (2 名 的 阶 数 是 3. 
再 在 整数 集 芭 形成 的 加 群 中 ,任意 非 零 的 整数 的 阶 都 是 无 穷 . 

于 蚌 由 上 面 的 讨论 ,我 们 有 . 

定理 于 一 个 循环 群 (@), 假如 & 的 阶 是 无 穷 ， 那 来 它 是 元 穷 


群 : 
(GE = {re 二 . Cl， oo, 人 o 
假如 ga 的 阶 数 是 ”, 那 林 它 是 元 数 是 % 的 有 穷 群 . 
(a) = {2", a my an Qaq", 


再 我 们 容易 得 知 ， 假 如 6 的 芒 是 无 穷 ， 那 末 当 a" 一 se 时, m 一 
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0, 因此 =w* 的 必要 充分 条 件 是 *=s， 假 如 a 的 阶 数 是 mm, 那 末 ， 
当 gr=6 寺 , mm 二 0(m), 也 就 是 说 , mw 是 wn 的 合 数 , 这 是 因为 m 可 
以 写成 这 = gn 十 7, O07 <m, 于 是 
MM m=, 

因为 nn 是 阶 数 ,所 以 7=0; 妈 有 %=gm, 因此 下 一 @ 的 必要 充分 条 忻 
”是 r+=stm). 

现在 来 讨论 循环 群 的 子 群 , 

假设 全 是 由 元 & 生成 的 循环 群 , 瑟 是 如 的 子 群 , 但 不 是 单位 
元 群 , 也 就 是 说 , 如 不 是 有 其 击 单位 元 形成 的 , 那 末 匡 中 必 售 有 短 
mn 祈 各 的 元 x”"， 这 是 因 鸭 ,假如 加 二 0， 那 末 a" 的 道 元 "也 在 
刀 中 ,这 时 一 加 >0， 假 设 迪 是 五 中 的 最 小 正 等 , 显然 及 包含 
4" 的 任意 溢 客 ， 假 如 4 是 五 中 任意 元 ,由 8 一 加 十 中 ，D<sy 把 全 
我 们 得 知 

Tm eo (Tm) 
也 是 豆 中 元 ,但 m 基 最 小 正 苛 数 ,而 67 之 mr, 因此 ”一 0， 于 是 
= ("5 

这 就 是 说 , 瑟 中 任意 元 是 a” 的 萨 闫 ,也 就 是 说 五 只 含 a” 的 任意 
乘 宕 , 所 以 如 是 由 on 生成 的 循环 群 , 即 耳 一 {a")， 因 为 @ 中 任 
” 意 元 的 m 彝 带 是 se” 的 苹 短 ， 记 以 吾 又 可 以 看 成 是 由 好 中 各 元 
的 mw 乘 适 形成 的 子 群 . 

假如 a4 的 险 是 无 穷 , 那 末 a" 的 阶 也 是 无 穷 ,于 是 吾 是 由 下 面 
无 穷 案 个 元 形成 的 : 

(a*) 0 = e， a qtam, TE 

所 以 这 时 它 是 无 穷 群 . 

假如 < 的 阶 数 是 w, 即 a*=e， 因 为 训 是 吾 中 & 削 最 小 正 才 ， 
而 erE, 所 以 % 能 够 用 mr 整除, 命 n 一 gm, 那 末 a” 的 脐 数 是 g， 
于 是 五 具 包 含 下 面 9 个 元 | 


a 


,于 群 al 
a", a™, 如 2 ， ss wm 
所 以 这 时 吾 是 元 数 为 9 的 有 穷 群 . 全 中 元 数 是 9 的 子 群 显然 只 
是 由 or 生成 的 , 由 此 好 只 有 唯一 个 4 元 子 群 . 

由 上 面 讨论 的 结果 , 我 们 有 

定理 循环 群 人 G 一 {@) 的 于 群 吾 述 是 循环 人 群 。 假如 互 不 
是 单位 元 群 ， 那 它 就 是 由 其 中 元 e 的 最 小 正 宪 @m 生成 的 , 也 就 是 
说 ,五 是 由 保 中 所 有 各 元 的 mm 冠 形成 的 . 当 他 是 无 穷 群 时 ,如 也 
是 无 穷 群 。 当 如 的 元 数 是 nn 时， 这 % 是 mm 的 驶 数 ， 因 此 五 的 元 
数 是 9 了 ,并 且 瑟 是 如 中 唯一 个 9 元 于 群 .“ 

于 是 ,无穷 循 环 群 帮 无 穷 个 子 群 , n 元 循环 群 的 子 群 的 个 数 等 
于 n 中 互 异 正 因数 的 个 数 . 

群 人 中 所 有 各 元 的 m 办 形成 的 子 群 ， 我 们 用 Gm 表示 , 于 是 
由 上 定理 ,我 们 得 知 循环 群 G 的 子 群 是 G", mm 是 正 整数 . 

1956 年 石 北 (F. Bzisz} 证 明了 它 的 逆 , 即 群 昌 , 如 果 它 的 子 群 
都 是 G",m 是 正 整 数 ， 那 未 是 循环 僚 。、 因 此 群 旨 是 循环 群 的 
必要 充分 条 件 是 它 的 子 群 都 是 Gm"{m 是 正 整 数 ) 的 形状 

要 注意 的 是 ， 循 环 群 (a) 中 任意 元 om 生成 的 群 (4") 当然 都 是 
(9) 的 子 群 , 但 ie 不 一 定 就 是 (a") 中 6 的 最 小 正 宕 . 当 (49) 是 无 穷 
群 时 , a" 是 (em 中 心 的 最 小 正 寡 . 当 (9) 的 元 数 是 nw 时， 只 有 
mlm 时 ,am 才 是 (am 中 心 的 最 小 正 医 ， 茧 如 ma =6 时 , (qt) = (os)， 
《a5) = (ao) ， 

循环 群 中 两 个 子 群 相等 与 否 , 我 们 有 下 面 的 定理 ， 

定理 6 循环 群 (a) 如 果 是 无 窍 群 ， 那 末 它 的 子 群 (or) = (四 
药 必 要 充分 条 件 是 = 士 % 如 果 是 元 数 为 n 的 有 穷 群 ， 当 sln 时 ， 
(97) 一 (o9) 的 必要 充分 条件 是 了 与 另 的 最 大 公 因数 (fr 中 一 8, 

证 明 我 们 先 证 明定 理 的 前 半 改 ， 当 ?= 士 s 时， 显然 (en = 
(q"), 因此 这 时 充分 条 件 成 立 ， 反 过 来 , 假如 (en) 一 44), 那 末 or 一 
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《es 一 Ge 因此 一 纹 ， 同 样 s=—7k, 于 是 8 一 8 让 ， 即 太一 14, 人民 加， 
5 都 是 斑 数 ,所 以 及 一 一 土 1， 于 是 = 土 % 因此 必要 条 件 成 立 . 

下 面 来 证 明定 理 的 后 半 段 . 假如 (an) = (@')， 因 为 gr= (cs 
= 所 以 7 址 34(mw)， 但 由 假设 , s|%%, 所 以 8|7, 因此 是” nm 的 
公 因 数 。 同 样 我 们 又 有 s 三 rh (mV), 所以” w 的 公 因 数 都 是 ?的 因 
数 ,因此 8 是 7, n 的 最 大 公 因 数 , 即 3 一 (7, n)， 反 过 来 , 假如 一 
(Cr, 菩 , or 是 fa") 中 & 的 最 小 正 得 由 定理 (a) 一 (a")， 并 且 
sn, 于 是 由 上 面 已 证 得 的 必要 条 和 件 ,# 一 (7, 加, 因此 3=8', 即 (ar) 
一 《9*) 一 《qa”), 记 以 定理 成 立 . 

特别 , 当 s 一 时 ,我 们 即 得 : 循环 群 (a), 如 果 是 无 窃 群 ， 那 末 
只 有 两 个 元 4a, a 可 做 它 的 生成 元 , 即 (4) = (4 了 )， 如 果 是 元 数 
是 % 的 有 穷 群 ， 因 为 小 于 nn 月 与 % 匠 质 的 正 整 数 有 %w (po)( 串 做 欧 
拉 (1;. Raler, 1707~1783) 函数 ) 个 ,所 以 有 (mm) 个 元 a 可 做 它 的 
生成 元 , 即 {q) 一 (a 中), 这 里 (7, 区 一 1], 7 之 nn. 

璧 如 , "次 单位 根 也 就 是 % 次 多 项 式 x* 一 1 的 零点 
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形成 % 元 循环 群 , 它 的 生成 元 是 6， 这 里 (x, m) 一 1， 因 此 元 数 是 
任意 自然 数 的 循环 群 是 存在 的 . 

一 个 人 群 究竟 有 多 人 少 个 子 群 以 及 于 群 的 构造 如 何 ， 这 是 群 论 中 
主要 问题 之 一 ,在 一 般 悄 况 下 , 这 问题 还 没有 得 到 解决 。 由 定理 4 
及 定理 5, 我 们 得 知 对 于 筷 环 群 来 说 这 问题 算是 解决 了 的 ， 密 勒 
尔 (G. A. Miller) 曾 由 子 群 的 个 数 及 性 质 来 讨论 群 的 构造 ,得 到 了 
不 少 的 好 铺 果 ™", 这 里 当然 都 不 能 谈 本 . 


习 上 题 2.2 
1、 试 证 下 到 各 式 : 
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(1 2B A Hea 3 和 5 (1535(33)， 
i=020 人 2237, (oPD=(rbad ac dD)., 

2， 试 求 循环 加 群 2 一 (300) 的 所 有 子 群 . 

3， 假 定 元 4 的 阶 数 是 ,而 ame， 斌 证 #4 是 汉 的 因数 . 

4， 一 个 循环 排列 , 它 所 含 文字 的 个 数 如 果 是 偶数， 就 是 奇 排列 ， 如 果 是 
奇数 , 就 是 侦 排 询 , 怎样 证 明 ， 

5. 假定 a, 5 是 群 中 元 ,9 二 bq, 元 a 的 阶 数 是 m, 元 b 的 阶 数 是 %, 那 未 
它们 的 乘积 吧 的 阶 数 是 ws, # 的 最 小 公 倍数 g 的 约 数 , 并 且 群 中 含有 阶 数 是 
4 的 元 , 当 mo, * 互 质 时 ,om 的 阶 数 是 wm- 

6， 假 如 可 换 群 G 所 元 的 最 去 阶 数 是 mm, 试 证 G 中 仁 意 元 的 阶 数 者 是 0 
的 因数 . 

7， 写 出 4 个 文字 上 的 交代 群 44 的 群 表 ， 

8 证 有 明 总 可 以 用 #8-] 个 对 换 红 人 允 ，(13}，…， 红 9)(m 二 1) 生 成， 

9. 证明 4% 可 以 用 一 2 个 3 项 循环 排列 (23)，W134),…，(1 2 区 
生成 

10. 假如 5， 0 是 两 个 排列 ， 如 间 把 + 写成 没有 公共 元 的 福 球 排列 的 当 
积 , 并 且 和 镇 坟 排 列 中 的 文字 用 里 面 所 变换 的 文字 来 代 车 ， 那 条 所 得 的 排列 
就 是 crer1 茧 如 rr 一 人 14)0355067)， zc- 人 L23) 35867373， 末末 rc-t 一 
代 2 提 (96) (7 5)， 这 是 为 什么 ?9 
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在 娃 -2 中 我 们 曾经 把 整数 集 2 用 子 群 tw) 来 分 类 , 现在 我 们 
把 它 推广 ,来 讨论 一 般 群 用 它 的 子 群 来 分 类 . 

我 们 先 介 绍 子 集 乘 积 的 概念 . 

假设 五 , 及 是 群 G 的 两 个 子 集 ,A 是 五 中 任意 元 ,4 拓 区 中 
那 末 所 有 元 如 的 集 , 晶 做 五 与 玉 的 乘积 ,或 简称 互 , 下 

的 积 , 用 记号 五 素 来 表示 ， 警 如 吾 =1D, (12), (123)}, = 
{(1 283), (182)}, 那 末 
HE=1(1), ( 3 (2 3), a 3 2)}. 
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关于 三 个 子 集 的 乘积 , 我 们 有 

 H(ED= (HE)L,. 

这 就 是 说 , 群 中 子 集 的 乘积 是 满足 结合 律 的 。 

当 所 是 子 群 时 ,我 们 又 有 

HH=H., 

要 注意 , 它 的 道 不 成 立 , 苑 当 五 五 = 五 时 , 五 不 一 定 成 群 . 

假定 豆 , 区 都 是 G 的 子 群 ， 及 ,KK 的 滋 积 区 一 般 不 一 定 
成 群 ， 现 在 我 们 要 问 在 什么 条 件 下 , 瑟 玉 也 成 为 群 ? 

假如 五 下 成 群 , 名 天 分 别 是 吾 , 豆 中 任意 元 ， 央 为 下 五 中 
元 且 是 瑟 诺 中 元 有 18! 的 道 ， 所 以 胡 E 吾 KEK, 因 批 区 了 对 
且 KK .又 因为 (A86) 1E HK， 命 (hE) 1 一 Ek, 于 是 有 = 人 1 
此 瑞 , 所 以 五 帮手 基调 .四 此 五 已 一 开 百 ,也 就 是 说 , 假如 在 发 
成 群 , 那 末 瑟 与 F 能够 交换 . 

反 过 来 ,假如 吾 玉 = 入 瑟 , 也 就 是 说 ,及 与 区 能 够 交换 , 那 末 
五 太 中 任意 元 hf 的 道 元 E- 声 在 互 民 中 .又 因为 

HEHK~HHKK-HK, 

所 以 召 羽 中 任意 两 元 的 乘积 仍然 在 于 中 ,于 是 右 K 成 群 . 因 
噬 我 们 有 有 下面 的 

定理 I 群 好 的 子 群 互 ， 近 的 乘积 瑟 成 群 的 必 圭 充分 条 
件 是 五 与 芭 能 够 交换 . 

要 广 意 的 是 ,这 里 说 的 五 与 下 能够 交换 , 五 玖 一 到 五, 是 表 
示 吾 天 所 到 豆 , 并 且 到 末 全 玉民 ,因此 对 于 吾 , KK 中 任意 元 玉 忆 
我 们 不 一 定 就 能 有 咎 一 厌 , 一 般 只 能 有 大 一 下 下， 希 一 入， 这 里 
入 Ri 和。 和" 和 分别 是 百 ， 羽 中 元 ， 当 名 基 可 换 时 ， 最 然 豆 玉 = 
二 .所 以 可 换 群 的 任意 两 个 子 拜 的 习 积 仍 热 是 一 个 子 群 . 

由 2.2， 我 们 知道 吾 及 包 合 在 由 互 , 玉生 成 的 群 中 ， 当 
五 成 群 时 ,由 五 , 生成 的 群 就 是 百 羽 , 即 ( 囊 , 区 ) 一 惠 民 ,也 


正规 人 子 群 5 

就 是 说 , 甩 K 是 人 中 包含 五, 下 的 最 小 子 群 . 

根 如 安 是 加 群 ,只 要 五 ,下 是 子 群 ， 当然 五 下 也 是 子 群 ,这 
时 仍然 把 吾 区 写成 ( 吾 , 可) ,也 租 吾 ， 素 的 和 , 我 们 不 用 百 十 关 
来 表示 , 因为 后 商 ( 全 6.4 要 用 它 来 表示 直 和 、. 

特别 当 五 只 包 会 一 个 元 严 时 ， 瑟 与 所 的 乘积 五 下 就 简单 
地 写成 hEK. 

定义 1 假如 瑟 是 的 子 群 ，& 是 避 中 任意 元 ， 那 末 集 合 
2 五 (下 6 叫做 对 中 于 的 左 ( 右 ; 隘 集 - 

.区 如 好 一 8 如 一 C1); (1 2)}, 那 末 瑟 的 左 陪 集 

IDEHE={3,(12}, QDH-{(23),(139)); 
互 的 右 陪 集 
五 人 8 一 人 0L3 32 HG-{(2N,(123)}., 

因此 一 个 群 的 子 群 的 堪 陪 集 不 一 年 与 它 的 右 陪 集 一 致 . 当 群 是 可 
换 群 时, 陪 集 就 无 所 谓 左 . 石 的 了 . 

假如 & 在 中 , 那 末 4 豆 = 互 ,这 就 是 说 , 互 自身 也 是 一 个 左 
陪 集 .假如 3EaH, 那 末 4 五 一 ?五 ,这 就 是 说 , 左 陪 集 4 吾 由 其 中 
性 一 元 一 意 确定 . 很 如 4&, 2 在 五 的 则 一 左 陪 集中 ， 那 末 56=ah, 
因此 a715 一 hE 如 反 过 来 ， 很 如 a 5E 吾 , 那 来 5 一 ah, 因 此 a， 
5 在 天 的 同一 左 陪 集中 ， 于 是 4, 了 在 瑟 的 同一 左 陪 集 的 必要 充 
分 条 忻 是 a :BEH, 

假如 a& 瑟 成 群 , 那 末 4€ 玉 ,因此 & 豆 = 吾 , 这 就是 说 ,如 的 陪 
集中 只 有 五 成 群 ,其 余 都 不 成 群 . 

假如 把 如 的 元 a 与 8 的 元 bh 相对 应 , 我 们 就 得 到 aH 
射 到 8 二 上 的 一 对 一 的 有 映射, 因此 两 个 左 陪 集 .4 互 ,8 五 的 浓度 相 
等 . 

疯 在 我 们 来 讨论 群 上 用 它 的 子 群 五 的 陪 集 来 分 类 ， 

因为 @ 中 任意 元 必 出 现在 瑟 的 左 陪 集 a 吾 中. 假如 左 陪 
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集 4 吾 , 8H 有 公共 元 ah 二 bh, 那 末 4- 雪 一 hE 日 ， 二 此 a 一 
5 ， 就 是 说 , 避 中 五 的 任意 两 个 左 陪 集 或 者 重合 或 者 没有 公共 
元 . 于 是 们 可 以 分 解 为 若干 个 互 异 的 左 陪 集 四 五 ,1 一 二 2,…, 期 
Ga HUoHU... 
-同样 , 我 们 可 以 把 分 解 为 着 干 个 互 异 的 右 障 集 有 HD,, i 一 1， 
2 即 
G—= Hb UNHbsU..:. 
用 了 交 一 个 子 群 把 群 分 解 为 左 陪 集 与 分 解 为 右 耻 集 ， 其 铺 果 一 
般 是 不 一 致 的 ， 警 如 交 钱 群 4 对 于 克 业 菌 (F. Klein, 18d49~ 
1925) 四 元 群 
B= {th), (12) 34), (1 24), (4 2} 
的 在 陪 集 分 解 与 右 陪 集 分 解 分 别 为 
A B23DBU4DH BUB(23 4 UB 43), 
又 对 称 群 $3 对 于 吾 一 {C1), (1 2)} 的 两 种 分 解 为 . 
SHUIDAUQWH-HUHUSUR GS. 
但 人 (23 和 了 一 也 (23 和 和，(3483)B = B249), 而 ( 生 古 % 
吾 寺 有 ，( 人 到 五 于 五 人 有， 所 以 4 对 于 吾 , 的 两 种 分 解 是 一 至 
的 , 市 Ss 对 于 五 的 两 种 分 解 是 不 一 致 的 .下面 是 一 个 重要 关系 。 
定理 & 根 设 五 是 群 妇 的 子 群 ,并 且 
G=mH UaBHUy: UaHUy.., 
那 末 
Fo= Harty HastU. UU Foertl.... 
证 明 我 们 具 要 证 上 明 全 中 任意 元 了 在 某 个 右 陪 梨 吾 cr: 中 ， 
并 且 性 意 两 个 石 障 集 上 a;!， 五 ay! 都 不 相等 就 行 了 . 
首先 因为 9EG， 所 以 gE 因此 ?在 某 一 左 陪 集 a 卫 
中 , 即 9g :=oh, 于 是 g=h lar!E Hearil, 
再 如 果 二 gr? 一 gy 1, 那 末 agriE 五 , 因 浊 必 末 一 下 五 ， 这 与 
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很 设 不 合 ,所 以 吾 a7!,， Hay’! 是 相 异 的 右 陪 集 ,因此 定理 得 证 . 

因为 集合 和 1 540， 0 上} 与 集合 {grY, aa 7， 
显然 有 相等 的 浓度 ,所 以 忆 中 互 的 相 算 左 陪 集 的 个 数 ( 即 浓度 )， 
上 与 相 异 右 陪 集 的 个 数 .一 敏 . 这样 我 们 有 

定义 2 群 人 中 子 群 五 的 相 异 在 ( 右 ) 陪 集 的 个 数 ， 吊 艇 瑟 
在 如 的 指标 , 用 记号 !G: 五 1 表示 . 

因为 对 左 陪 集 能 够 成 立 的 性 质 ， 对 右 陪 集 来 说 也 能 够 己 样 证 
朋 , 所 以 后 面 我 们 讨论 陪 集 时 , 只 就 左 陪 集 来 讨论 

指标 可 以 是 有 穿 也 可 志 是 无 穷 ， 警 如 从 总 圭 - 委 【Z (mn)) 一 nn, 
入 (:B4) =8， (Ss: 五) =3， 再 假如 G 是 所 有 有 理 数 对 加 法 形成 
的 加 群 , 如 是 所 有 侦 数 形成 的 子 群 ， 那 未 (: 吾 ) 是 无 穷 , 这 是 因 
为 ,对 于 佳 -奇数 a, 基 然 
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分 别 在 互 的 不 同 院 和 集中 . 

假如 群 昌 的 元 数 是 mw， 它 前 耻 群 吾 的 元 数 是 m， 如 果 五 在 
分 的 指标 是 7, 那 来 

% 二 JT, 

这 是 玛 为 和 外 有 了 个 互 异 的 左 陪 集 ， 并 且 每 个 左 陪 集 又 都 有 了 吧 个 
元 .于 是 我 们 得 下 面 的 拉 格 朗 日 曲 . Lagrange, 1736~1813) 定 
理 . 

定理 3 有 穷 群 的 于 群 的 元 数 是 这 群 的 元 数 的 因数 . 

由 这 定理 ,我 们 容易 得 知 当 名 是 质数 时 , Pp 元 群 没有 异 于 单位 
元 群 的 真子 群 . 天 元 循环 群 只 有 mw 一 1 个 真子 群 . 

1939 年 密 勘 尔 (Q. 入， Miller) 曾 证 明 , 含 11 个 真子 群 欧 群 只 
有 元 数 是 ”的 循环 群 ”. 

定 去 $8 是 有 穷 群 的 一 个 重要 性 质 ， 在 很 多 地 方 我 们 将 要 引用 
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它 .特别 因为 由 一 个 元 生成 的 循环 群 的 元 数 就 是 这 元 的 阶 数 ,因此 
一 个 元 的 阶 数 是 这 群 的 元 数 的 因数 . 于 是 对 于 n 元 群 中 任意 元 a， 
我 们 有 
Ce 
拉 格 朗 日 定理 的 北 对 于 循环 群 显然 成 立 ， 就 是 对 于 可 换 群 也 
是 成 立 的 (85. 相 ,但 一 般 不 成 立 ， 这 就 是 说 , 假定 Q 的 元 数 是 ， 
如 果 m|n， 屠 末 介 不 一 定 有 mm% 元 子 群 ， 辟 如 交代 群 44 是 过 元 
群 , 但 它 没有 6 元 子 群 ， 假 如 mm 再 满足 某 些 条件 ， 这 逆 定 理 还 是 
能 成 立 的 ,下 面 是 著名 的 西 洛 (L. Sylow, 1832 ~1918) 定理 ， 
定理 和 根 定 有 穷 群 C 的 元 数 是 mw, p 是 % 的 质 因 数 , 那 末 也 
有 时 元 予 群 ， 叫 做 对 属于 7 的 西 洛 子 群 , 或 简称 b 西 洛 子 群 , 这 
里 % 一 pg, ptyg. 
譬如 44 的 元 数 是 1 芭 =22.3， 那 来 也 是 它 的 2 两 洛 子 群 ， 
(2234) 生 成 的 8 元 循环 群 划 它 的 3 西 洛 子 群 . 
在 这 里 我 们 只 把 定理 提出 ,至 于 证 明 , 因为 需要 另外 揭 性 质 ， 
所 以 把 它 放 在 $5.6 中 后 半 彼 . 
下 咖 我 们 引用 陪 集 介绍 正规 子 群 的 定义 并 给 出 一 些 基本 性 
质 ,在 后 两 节 及 第 五 章 中 我 们 将 看 到 在 另 一 些 基本 性 质 中 , 正规 子 
群 是 非常 重要 的 子 群 ,在 讨论 群 时 , 几乎 处 处 都 需要 它 。 
一 般 五 的 左 陪 集 不 一 定 又 基 右 陪 集 ， 假如 五 的 一 个 左 隧 集 
局 时 又 是 五 的 右 陪 集 , 那 未 对 于 这 路 集中 任意 元 w, 我 们 有 4 一 
豆 o, 也 就 是 说 6 与 互 能 够 交换 ， 
定义 3 假如 群 F 中 子 群 吾 的 任意 左 障 集 同 时 又 是 吾 的 右 
陪 集 , 也 就 是 说 ,五 能 够 与 如 中 任意 元 @ 交换 , 即 
A of = Ha, 
那 末 互 叫 稚 避 的 正规 子 群 . 
营 如 对 称 群 53 的 子 群 {( 了 ，(1 33)，(132)} 是 它 的 正规 子 
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群 ,而 子 群 { 动 ,人 2， 和 及 区 和 ， 雪 盈 } 都 不 是 它 的 正 
规 子 群 ， 群 对 自身 及 单位 元 群 显然 都 是 好 的 正规 子 群 . 
上 面 ( 科 式 可 以 改写 成 不 等 式 
alfla :eH, a€Ed., 

这 是 因为 上 面 不 等 式 对 于 G 中 任意 元 都 成 立 ， 当 然 对 于 4+ 也 同 
样 成 立 , 因 此 a 1Ha 宇 H, 即 吾 EaHea 1!, 所 以 Ba- 一 H, 也 就 
是 4 五 = Ha, 这 就 是 说 , G 的 子 群 吾 ， 如 果 包 含 元 h 它 也 包含 所 
有 的 she, EGG, 那 未 如 就 是 G 的 正规 子 群 ， 

假定 五 是 线性 群 GF(m， 吾 ) 中 所 有 行列 式 是 工 的 矩阵 形成 
的 子 群 ,a, 分 别 是 BZ(m, 辫 ), 殖 中 任意 元 ,我 们 容易 得 知 ahe- 
的 行列 式 是 1， 所 以 sa 有 ar-E 百 , 因此 旦 是 GL(w, 区 ) 的 正规 子 
群 . 

我 们 知道 宜 排列 的 逆 是 奇 排列 , 侦 排列 的 北 是 侦 指 列 , 因此 对 
于 对 称 群 总 中 任意 排列 8 显然 84ws-! 的 排列 都 是 个 排 - 列 ， 即 
s4s 14 所 以 4 是 六 ,的 正规 子 群 . ? 

我 们 知道 可 换 群 的 子 群 都 是 正规 子 群 ,但 它 的 着 不 成 立 ,也 就 
是 说 , 有 这 样 的 非 可 换 群 存在 , 它 的 任意 子 群 都 是 正规 子 群 ， 这 美 
非 可 撞 群 叫做 汉 弥 尔 顿 (W. RE, Hamilton, 1806 一 18656) 群 +， 

我 们 容易 证 明 , 群 全 中 所 有 与 中 任意 元 能 驶 交换 的 元 形成 
一 个 正规 子 群 , 这 是 @ 的 一 个 重要 正规 子 群 , 叫做 G 的 中 心 . 假 
如 凶 是 可 换 ， 那 来 人 的 中 心 就 是 它 自身 ， 当 好 的 中 心 是 单位 元 
群 时 ,有 了 时 叉 说 日 没有 中 心 。 璧 如 由 (32), (民力 (23) 生 成 的 群 
(C42)，( 遇 但 引 ) 的 中 心 是 {(DD,， 入 (3 信 }, 58s 的 中 心 越 单 
位 元 群 ,因此 8s 没有 中 心 . 

我 们 知道 子 群 这 个 关系 是 适合 传递 律 的 ， 但 正规 子 群 就 不 是 
这 样 , 这 就 是 说 , 假如 如 是 区 的 正规 子 群 , 外 是 好 的 正规 子 群 ， 
那 末 吾 不 一 定 就 是 @ 的 正规 子 群 .譬如 克 莱 菌 四 元 妖 Bs 是 对 


pe pr oe 


贡 第 二 章 群 
称 群 5 的 正规 子 群 ,因为 B 是 可 护 群 , 所 以 {(1)， 红 2) (3 各} 是 
B, 的 正规 子 群 ,但 它 不 是 5 的 正规 于 群 . 

显然 ,在 同一 个 群 中 两 个 正规 子 群 的 飞 积 是 一 个 正规 子 群 ; 一 
个 于 群 与 一 个 正规 子 群 的 屏 积 是 -个子 群 . 

再 由 定义 得 知 ,假如 妆 的 子 群 互 是 正规 子 群 , 那 末 集中 任意 
元 与 菇 能够 交换 、 假如 五 不 是 正规 子 群 ， 那 末 人 中 有 与 互 不 
能 够 交换 的 元 ，G 中 所 有 与 五 能 够 交换 的 元 形成 子 群 玉 ， 叫 微 
G 中 五 的 正规 化 群 。 显然 再 全 区 马上 昌 ， 并 且 五 是 下 的 正规 子 
群 。 辟 如 交代 群 4 的 子 群 {1), (23834, (248)} 的 正规 化 群 就 是 
它 自 身 . 

一 个 群 至 少 有 两 个 正规 子 群 ， 一 个 是 它 身 身 ， 一 个 是 单位 元 
群 .只 有 这 两 个 正规 子 群 的 群 ,就 叫做 单纯 群 ,或 简称 单 群 ， 显 然 ， 
单位 元 群 是 单 群 ， 元 数 是 质数 的 群 也 是 单 群 ， 再 由 于 拉 格 朗 日 定 
理 的 北 对 于 可 换 群 成 立 ， 我 们 容易 得 知 可 换 群 内在 元 数 是 1 或 者 
是 质数 时 , 才 是 单 性 

至 于 非 可 换 群 ,元 数 不 大 于 1000 的 只 有 元 数 是 

60, 168, 360, 504, 660 
的 五 个 是 单 群 ， 狄 克 生 { 工 . . Dickson, 1874~1964) 曾 据 杀 元 数 
不 大 于 百 万 的 章 群 只 有 榴 个 .这 嫩 个 单 群 ， 它们 的 元 数 都 是 
俏 数 ， 是 不 是 非 可 提单 群 的 元 数 都 基 候 数 ， 这 是 群 论 中 长 斯 没有 
得 到 证 明 的 问题 ，1963 年 已 由 怀特 (W. Feit) 及 池上 下 生 (. G. 
Thompson) 予以 证 实 全 

下 面 是 正规 子 群 的 一 个 重要 性 尾 

很 如 五 是 他 药 正 规 子 群 ， 那 来 @ 中 元 4 所 在 的 左 陪 集 e 豆 
与 元 6 所 在 的 左 陆 集 8 虐 的 飞 积 | 

oHbH-~aHb.H~=ad. HH-abH. 
邵 果 我 们 把 4 所 在 的 左 陪 集 a 五 用 5& 表示 , 那 就 有 
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元 5 一 三 . 
因此 台中 所 有 五 的 左 障 集 形成 一 个 乘 集 . 再 我 们 容易 知道 ,五 自 
身 是 这 有情 集 的 单位 元 , @ 了 是 下 的 道 元 , 即 84- 一 5 二 ， 吧 因为 G 中 
元 ec, ?满足 结合 律 ， 所 以 堪 陪 集 吏 五 5 也 油 足 结合 律 . 因此 
把 五 的 左 陪 集 看 成 为 元 素 时 , 雇 有 这 些 左 陪 集 形成 为 群 , 叫做 好 
关于 五 的 商 群 , 用 G/ 五 表示. 它 的 元 数 显 然 是 瑟 在 G 的 指标 . 

当 避 是 吉 群 时 , 全 中 五 的 陪 集 又 叫做 五 的 同 余 类 ， 因 此 GG 
关于 玉 的 商 群 又 时 做 同 余 群 ， 因 为 它 是 加 群 ,， 廊 以 又 常常 时 做 同 
余 加 群 ， 有 时 叉 叫做 差 群 , 用 @ 一 互 宫 孙 ， 假 如 如 基 加 群 , .于 是 
它 的 子 群 , 如果 和 中 元 4, 5 同 在 吾 前 一 个 同 余 类 , 那 末 它 们 的 差 
4 一 6E 凡 , 我 们 用 同 余 式 

a 三 bi(modH) 或 a=b(H)Y 
表示 , 这 时 @ 5 又 叫做 甘于 吾 是 同 余 . 当 6=0( 瑟 ) 时 ,属于 0 
所 在 的 同 余 类 ， 因 此 aE 坟 ,假如 吾 = (4)， 我 们 又 常常 把 ge 到 
86 五) 写成 4=6 (0 ,因此 $1.2 所 用 的 记号 就 是 这 里 的 特例 ， 

警 如 整数 集 4 关于 (nm) 的 同 余 加 群 2 一 (nm) 一 向 , 工 一直 ， 
它 的 元 数 是 mn， 这 时 它 的 结合 法 是 +5 一 8 十 5， 也 就 是 当 5 十 3 二 
efm) 时 + B=60, 

我 们 知道 ， 可 换 群 的 商 群 当然 还 是 可 换 群 ， 但 它 的 逆 并 不 成 
立 , 也 就 是 说 ,有 时 非 可 换 群 的 商 群 也 是 可 换 群 ， 最 后 我 们 介绍 一 
个 具有 这 任 质 的 重要 正规 子 群 来 结束 本 节 . 

假定 a, 5 是 群 G 中 任意 元 , 如 果 a5b=Ba, 那 末 4 1b-!06 一 g. 
如 果 5 了 b5, 命 a0 105=c, 那 来 4g85=Barc， 这 就 是 说 ax 用 * 右 
和 薪 后 就 变 成 为 sg 了 , 回 此 我 们 叫 。 做 4, 8 的 换 位 子 . 当 Q 是 可 换 
群 时 ,只 有 单位 元 是 它 的 换 位 子 . 反 过 来 ,一 个 群 的 换 位 子 如 果 只 
是 单位 元 ,显然 这 群 是 可 换 群 ,…- 个 群 的 商 个 换 位 子 的 乘积 一 般 不 
再 基 这 群 的 换 位 子 a:， 因 此 -: 个 群 的 所 有 换 位 子 不 一 定形 成 为 
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群 。 我们 叫 G 中 所 有 换 位 于 生成 的 群 做 4 的 损 位 了 于 和 群 ， 用 五 (G) 
或 中 来 表示 ， 

假定 人 F' 是 局 的 换 位 子 群 ,a, 9 分 别 是 对 , 好 中 任意 元 ， 因 为 
_ 乡 也 是 好 中 元 , 由 cga-2gE GY, 我 们 有 

aga lg 0 一 E90TC 仓 ， 
因此 so ?eG 所 以 G' 是 上 9 的 正规 子 群 . 再 由 局 608 一 g, 我 
们 有 5=bag， 于 是 6 一 52, 妈 a5 一 54， 拓 此 商 群 9/G' 是 可 换 
又 假如 9G/ 五 是 可 换 群 ， 由 呈 一 ba, 我 们 就 有 45 一 boh, 有 hE 
五 ,因此 018 68E€ 五, 这 就 是 说 五 包含 中， 反 过 来 , 假如 五 是 
包含 G 前 正规 子 群 , 那 末 人 名/ 吾 是 可 换 群 ,于 是 我 们 有 
定理 5 群 好 的 换 位 子 群 G 是 他 的 正夫 子 群 并且 商 群 

Q/G' 是 可 换 群 。Gy/ 五 是 可 换 群 的 必要 充分 条 件 是 五 包含 G 的 
换 位 子 群 对 

我 们 容易 知道 8 4 是 可 换 群 ,所 以 DCS,) 生 4,， 再 由 $2.2 
习题 9, 4, 是 所 有 3 项 循环 排列 性 2 起 生成 的 群 ,但 尾 意 3 项 排列 

2D= DGD (21) (1), 
即 (12 从 是 5S; 的 换 位 子 ,因此 志 , 导 DD(5,)， 记 以 DO3,) 一 4， 及 
当 w 之 5 时 ， 
aD bd ila {dD 20 1 (dad bd 
= (122), 

即 ( 以 2 加 是 4 的 换 位 子 , 因 玮 D(4,) 一 4,, 于 是 我 们 有 

定理 6 对 称 群 凡 的 换 位 子 群 是 交代 群 41， 当 %>5 时 , 4， 
的 换 位 子 群 是 4, 自身 。 


习 题 2.3 
. 工 ， 斌 证 元 数 是 质数 的 群 是 循环 群 ， 
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. 9， 试 证 指标 是 3 的 子 群 是 正规 子 群 . 
3， 假定 吾 是 台 的 子 群 ,五 是 吾 的 子 群 ,求证 
(GRE) -OG:H) CH:E). 
4. 假定 安 是 循环 群 ， 互 是 指标 为 内 的 子 群 , 那 末 全/ 吾 是 元 数 为 m 的 
循环 群 ， 因 此 任意 循环 群 G 的 子 群 豆 在 仓 的 指 祭 (G: 吾 ?是 有 穷 的 ， 
. 5, 群 人 中 子 群 吕 是 正规 子 群 的 必要 充分 条 件 是 : 吕 的 任意 西 个 左 陪 集 
的 乘积 仍然 是 互 的 一个 去 陪 集 , 如 何 证 明 ? 
6， 试 求 双 的 28 西 洛 子 群 
Be= {tOD, (12), (3 0, (103, (DGD, 
28, 423, (1324)} 
的 正规 子 群 及 它 的 中 心 ， 
7. 具有 关系 P=F=B=-l, I=, 
麻 一 并 一 .天 ， 请 一 i 一 一 下放 而 一 = 一 证 
的 数 i, 7, 记 是 基本 四 元 数 人 各 3.2), 因此, 由 土 i, 土 j, 十 如 ， 土 ] 综 8 个 数 形 
成 的 8 元 群 ,加 做 四 元 数 群 ， 试 证 四 元 数 群 的 2 元 子 群 内 有 (一 由 一 个 , 4 元 
子 嫩 有司) (让,，tR) 三 个 ， 并且 它 们 都 是 正规 子 群 。 于 是 四 元 群 是 汉 弥 尔 顿 
拜 . 


5， 试 求 交代 群 4. 的 子 群 , 并 指出 何者 是 正规 子 群 . 

$9.， 试 证 交代 群 ds 的 换 位 子 群 是 单位 元 群 ， 4 的 换 位 子 群星 克 莱 菌 四 
瑟 群 品 。 

10， 试 证 对 称 群 8 % 关 3 的 中 心 是 单位 元 群 . 

ii， 试 证 车 称 故 吕 的 正规 季 群 除 自身 及 单位 元 群 外 , 只 有 交代 群 4, 及 
克 菜 苗 四 元 群 B,， 

13， 贫 如 已 知 n>4 时 交代 群 4, 是 单 群 , 试 证 ;4 时 , 对 称 群 5, 院 自 
身 及 单位 元 群 外 , 内 有 4 是 它 的 唯一 正规 子 群 。 | 
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观 射 这 个 概念 ， 对 于 代数 系 必须 与 结合 法 或 代数 运算 发 生 联 
票 ,才能 成 为 有 力 工 具 . 因此 在 讨论 代数 系 时 ,我 们 需要 的 是 与 结 
合法 有 联系 的 映射 。 显 然 ， 两 元 的 乘积 的 象 等 于 这 两 元 的 象 的 荚 
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积 是 一 个 重 朗 关系 ， 此 后 两 节 就 是 讨论 具有 这 种 联系 的 重要 里 
射 . 

定义 ”假设 对 ,下 是 两 个 腾 集 , 也 就 是 说 , 夺 ， 陡 ' 是 两 个 各 
具有 一 个 闭合 的 结合 法 (写成 滋 法 ) 的 代数 系 ，o 是 首 庙 到 于 ' 上 
的 可 赣 映 射 ,并且 任 意 两 元 的 乘积 的 象 是 这 两 元 的 象 的 乘积 , 即 对 
于 对 中 任意 两 元 4, 8， 

cfe. 人 一 of(olcc(p)， 

也 就 是 说 , 当 ga->0 (8) , 5a (了 ) 时 ,ab 一 0 (@)o (5), 那 末 这 肤 射 o 
就 叫做 亚 射 到 政 ' 上 的 同 构 ， 我 们 又 叫 于 与 履 ' 同 构 ， 用 间 衬 
好 !' 表示 ， 

譬如 结合 法 都 是 乘法 的 两 个 群 

G= 11, %, 一 1, 一 守 ， = {ov, Top, Tis0; oaro}, 
这 时 ce 是 绕 - -固定 直线 旋转 i 名 的 空间 旋转 ， 如 有 果 命 
Too0, i YO0g0, —1—0g0, — B30gs0, 

显然 这 映射 是 恕 射 到 全 上 的 同 构 , 因 此 GG 

再 优 如 对 是 乒 有 实数 形成 的 乘 集 ， 它 的 结合 法 是 普通 加 法 ， 
形 ' 是 所 有 正 实 数 形成 的 冬 集 , 它 的 鱼 合 法 是 普通 乘法 , 那 末 

>0 0) = 10° ' 
就 是 用 射 到 型 ' 上 的 同 构 ， 这 是 因为 , 对 于 性 中 任意 元 6, 它 在 
于 中 的 每 是 10*. 反 过 来 , 对 于 对 ' 中 任意 元 5, 它 在 于 中 的 象 源 
是 logxop， 并 且 当 10* 一 10" 时 ,一 wz 所 以 e 是 于 射 到 对 ' 上 的 
可 道上 映射 ， 再 因为 090) 一 10%, og (@) 一 10%, 所 以 
TG) = 10%S = 10 10%=o (0) ro (0)., 

因此 NM 壮族 

又 由 $2.2 定 理 4, 我 们 容易 验证 , 循环 群 (6) 假如 是 无 穷 群 ， 
那 末 它 与 整数 集 芭 形成 的 加 群 同 构 ， 这 时 at->i 是 它们 的 同 构 映 
射 ， 假 如 是 元 数 为 的 有 穷 群 ， 那 来 它 与 加 群 Z 关于 人 ) 的 问 余 


同 构 Ea 
加 群 Z 一 (wm) 同 构 ， 这 时 它们 的 辐 构 映射 是 oxz， 因 此 尾音 两 个 
无 窍 循 环 群 都 间 构 , 有 穷 循环 群 只 要 它们 的 元 数 柱 等 也 都 同 构 . 

由 82.I 可 题 9, 我 们 得 知 , 群 安 的 所 有 变换 re(g) 一 ag，e 纪 
,形成 群 吕 ', 假如 命 4 与 ce 对应， 即 4>oo, 那 末 这 对 应 显然 是 
他 射 到 @ 上 的 可 道 映射 ;又 因为 cuw 一 cacs， 所 以 它 又 是 人 射 到 
G' 上 的 局 构 , 因此 好 兰 B ， 于 是 我 们 有 下 面 的 卡 莱 定 理 . 

定理 1 任意 群 与 它 的 变换 群 的 子 群 同 构 . 

当 忆 是 有 穷 群 时 ， 命 他 = {qm ea …, Qn}， 那 末 变 换 re 就 是 


排列 
a fa 
( CE dda + An ): 

因此 全 就 与 对 称 群 8, 的 子 群 同 构 ,也 就 是 说 , 任意 有 穷 群 与 对 称 
群 的 子 群 同 构 . 

1942 年 汤 束 真 (1898~1951) 发 表 了 这 样 一 个 定理 , 假定 妃 是 
群 , “是 其 中 任意 元 , 如 果 对 于 他 中 任意 元 a, 5, 规定 另 一 个 结合 
法 ce, 4ao5 一 gw 56， 那 末 中 元 对 于 这 种 结合 法 形成 与 全 同 构 的 
群 , 是 它 的 单位 元 , 4>wu "是 它们 的 同 构 映 射 "9 读者 斌 根据 
定 光 期 以 验证 . 

要 注意 的 是 两 个 乘 集 型 , 村 ' 假如 局 构 ， 我 们 最 少 有 一 个 由 
型 射 到 型 ' 上 的 同 构 上 映射 ,但 是 这 种 瞎 射 一 般 不 只 一 个 ,譬如 在 前 
重 的 同 构 喘 射 一 10* 中 , 如果 把 10 换 成 任意 正 整数 忆 显然 > 到 
也 是 它们 的 同 构 映射 ， 

假如 两 个 化 集 于 ， 型 " 同 构 , 地 估 时 那 末 型 , 区 的 箭 法 岩 ， 
陈 元 素 的 记号 及 行 , 列 的 顺序 外 , 在 构造 上 完全 是 一 样 的 . 这 此 ， 
假如 在 型 的 元 素 间 有 “个 用 结合 法 未 示 的 性 质 , 那 末 在 对 ' 的 元 
崇 闻 也 有 一 个 完全 与 它 类 似 的 性 质 ， 反 过 来 也 成 立 ， 固 为 我 们 讨 
论 站 ， 凡 ' 是 讨论 对 , 于" 中 元 素 间 运算 的 性 质 ， 所 以 两 个 同 构 的 
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群 在 本 质 上 就 没有 区 别 . 也 就 是 说 ， 阿 构 的 群 上 内 用 群 的 性 质 就 无 
法 区 别 它 们 ,于 是 同 构 的 群 就 可 以 看 成 是 相同 的 群 ,因此 一 个 群 如 
果 能 够 便 它 与 已 经 研究 清楚 了 的 群 局 构 ， 那 末 这 个 群 也 就 是 研究 
清楚 了 的 . 但 同 构 的 群 与 李 同 的 群 是 有 区 别 的 ， 警 如 加 群 乞 与 所 
有 偶数 形成 的 群 局 构 , 但 后 者 是 前 者 的 子 群 ， 

再 为 可 道 喘 射 是 等 价 关 系 ， 所 以 同 构 这 全 关系 也 是 等 价 美 
系 ， 

在 定义 中 , 如 果 型 一 型 , 那 末 吕 就 加 散 避 的 自 同 构 , 因此 型 
的 自 辕 构 就 是 型 射 到 自己 上 的 可 逆 映 射 ， 但 等 映射 显然 是 自 谭 
构 . 青 假如 蝇 基 可 搁 群 ， 那 末 拒 & 变 成 它 的 闭 元 2 -1 的 觅 射 是 它 
的 自 同 构 . 

我 们 知道 ， 一 个 集 的 所 有 变换 形成 一 个 变换 群 ， 自 同 构 是 变 
换 ， 是 否 一 个 乘 集 的 所 有 自 辐 构 也 能 够 形成 为 群 y 假如 它们 成 为 
群 ,当然 这 个 群 是 变换 群 的 子 群 . 

定理 2 乘 集 的 所 有 自 网 构 形 成 为 群 ， 咀 做 对 的 自 同 攀 
群 . 

证 明 假如 o,f 是 于 的 自 同 构 , 因 为 

oT(a) —o(T(0)), 
所 以 
TT 0) oT ) a tr (0) ra)) 
=— 人 Ta) oT (Ca)), 
因此 =, zt 的 积 ort 是 对 的 自 同 构 , 
_ 得 因为 
ou) —g, oo 1(g) 一 加 
所 以 
gma) =0 oom) oo lia) 


=o (og) 0 l(a)) 
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于 是 = 的 逆 c “也 是 型 的 自 同 构 , 因 此 村 的 所 有 自 同 构成 群 ,所 
以 定理 成 立 . 

我 们 容易 得 知 , 群 的 自 同 构 是 把 生成 元 仍然 变 为 生成 元 ， 因此 
循环 群 (c) , 假如 是 无 穷 群 , 因为 它 只 有 &, a 两 个 生成 元 ,所 以 它 
的 自 同 构 记 只 有 两 个 , 一 个 是 把 &% 仍然 变 为 a， 即 异 等 同 宰 ;， 另 一 
个 是 把 & 变 汶 4& ”， 因 此 这 时 (中 的 自 闻 构 群 是 3 元 循环 群 。 假如 
(@) 是 元 循环 群 ,因为 它 有 p09 个 生成 元 a', 这 里 【9 二 4,7 之 
%, 所 以 它 有 p(w) 个 自 同 构 oy(a) =a， 因 此 这 时 (9) 的 自 同 构 群 与 
一 (中 中 所 有 7，(r, nn) 一 1, 对 于 莱 法 形成 的 群 同 构 ， 

当 n 关 6 时 , n 个 文字 上 的 对 称 群 六 ,的 自 同 梅 群 与 尔 自身 同 
和 构 ， 这 钳 果 早 在 1895 年 已 南 蔡 尔 特 尔 (D. HBlider, 1859 一 498311 
证 明 ; 1940 年 色 格 尔 (ITruing 也 . Segab) 给 出 一 个 简单 证 明 , 读者 如 
和 敬 知 其 详 ,请 参看 文献 [14]. 

不 同 构 的 群 它们 的 自 辣 构 群 可 能 同 构 . 譬如 无 穿 循 环 群 与 3 
元 锯 环 群 的 自 同 构 烙 都 是 2 元 群 ， 因 此 群 自身 的 性 质 不 能 转移 到 
它 的 自 同 构 烙 上 . 

下 面 我 们 来 介绍 群 的 一 种 重要 的 自 间 构 . 

假定 是 群 @ 的 一 个 元 , 那 末 映射 o: 

人 > 一 age gEG, 
是 全 的 自 同 构 ， 这 是 因为 ,元 9 的 象 源 是 a-194, 如 果 


ago 一 CC 1 
那 来 9 一 久 所 以 = 是 G 射 到 自己 上 的 可 道 喘 射 , 青 从 
修一 G9BT ~=ahy, 


我 们 就 有 
(9 ' ~agha "~—aga aha ~= gh, 
因此 0 是 避 的 自 同 构 . 
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由 一 个 元 6 决定 的 自 同 构 g>agr 环 ， 叫 散 内 ( 自 ) 同 构 ， 其 他 
的 自 同 构 ， 叫 做 外 { 自 ) 同 构 .元 age 工 叫做 9 用 w 得 到 的 变形 ， 
9 叫 敌 与 49a 共 思 . 

假如 0o(9) 一 aga"!， 那 未 0 (9) =a 9a， 再 假如 TD = 
898， 那 林 erfg) = (a5)g(qb)"1， 这 就 是 说 ， 内 间 构 的 道 是 内 国 
构 , 两 个 内 同 构 的 莱 积 又 是 内 同 物 ， 因 此 群 全 的 所 有 内 同 枸 形成 
一 合群 , 叫 向 人 的 内 同 梅 群 . 

”定理 3 一 个 群 的 内 同 档 群 是 它 的 自 同 构 群 的 正规 子 群 ， 

证 明 ”假定 co 是 群 台 的 任意 自 同 构 ， 7 是 8 的 任意 内 同 构 ， 

(9) = 让 ( 四 一 0994 于 是 
oro TH) =oT(g) =0 (090 ) =o (a) ho lo!) 
=0 (a) hto (a)) 1, 

因此 oro-! 是 内 同 构 , 所 以 定理 成 立 ， 

1895 年 赫 尔 特 尔 又 证 明了 这 样 一 个 定理 ， 在 对 称 群 中 , 有 外 
同 构 的 只 有 一 个 S651， 因此 当 nn 关 6 时 , 对称 群 & 的 自问 构 样 都 
是 内 辣 构 群 . 

假定 o 是 群 介 的 自 同 构 ， 二 是 的 子 群 如果 o( 吾 ) 马 五 ， 
我 们 就 说 总 对 = 不 变 . 于 是 群 中 对 它 的 所 有 内 同 构 都 不 次 的 子 
群 就 是 正规 子 群 ， 所 以 正规 子 群 取 叫 做 不 变 子 群 。 群 中 对 所 有 自 
同 构 不 变 的 子 群 , 叫 微 特 征 子 群 ， 显 然 , 特征 子 群 也 是 正规 于 群 ， 
笨 环 群 的 子 群 都 是 特征 学 群 ， 

共 轿 也 蚌 重 要 概念 , 下面 是 它 的 基本 性 质 . 

假如 &, $5 是 群 ff 中 元 , 如 果 它 们 共 孝 ， 那 未 在 中 最 少 有 一 
个 元 9 存在 ,使 4 一 909 ,也 就 是 说 , G 有 一 个 内 同 物 把 8 恋 成 a. 
如 时 他 是 可 摘 , 任意 元 就 只 能 够 与 它 自身 共 儿 ， 假 如 & 与 它 的 所 
有 共 罗 元 相等 , 那 末 a 就 在昌 的 中 心中 . 

我 们 很 容易 证 明 共 罗 这 个 关系 是 一 个 等 价 关 系 。 因 此 一 个 群 


同 梅 - 全 


也 可 以 根据 共 轿 这 个 关系 来 分 类 .这 种 类 我 们 又 叫做 共 思 类 . 群 
中 与 一 个 元 共 气 的 所 有 元 构成 一 个 共 轿 类 . 

假定 群 G 的 元 数 为 n, 我 们 把 全 分 为 共 辆 类 ， 其 中 由 1 个 元 
构成 的 共 二 类 的 个 数 m 就 是 好 的 中 心 C 的 元 数 ， 其 他 的 共 力 类 
假如 共有 ?7 个 , 并 且 这 些 类 的 元 数 分 别 是 9 co， …，cr 那 末 我 们 
右 . 

名 二 C0 十 5 十 60 十 :十 5 

这 式 叫 做 如 的 群 等 式 , 或 者 叫做 G 的 群 方程 . 

警 如 53 能够 和 分 为 三 个 共 轿 类 

{1); {128), (32; 02, (1, (2; 
即 Sa={f( 人 TUTG23， L822}U{2), 1S, (28}, 
所 以 5 的 群 等 式 为 
6=I 十 2 十 3, 

同上 面 一 样 ， 假如 六 是 群 昌 的 子 群 ， 那 示 4Ha™ 也 是 如 的 
子 群 , 子 群 e 瑟 es 并 叫做 号 用 as 得 到 的 蛮 形 ， 五 叫做 与 4Hq +! 共 
罗 ， 根 如 瑟 与 子 群 KK 共 轿 ， 那 末 避 就 有 一 个 内 同 构 把 五 变 成 
到. 假如 人 是 可 搁 群 ， 章 末尾 意 于 群 只 能 与 它 自身 共 绒 ， 当 
2 吾 2e-1 一 豆 时 ,ea 万 一 五 z, 因此 我 们 有 

定理 & 设 如 是 群 全 的 子 群 . 如果 五 与 它 的 所 有 共 恩 子 群 
相等 , 那 来 五 就 是 台 的 正规 子 群 . 

下 页 我 们 来 考虑 群 G 中 子 群 豆 的 共 元 子 群 的 个 数 . 我 们 知 
道 , 因为 豆 用 它 的 正规 化 群 五 中 任意 元 得 到 的 变形 仍 为 喜 . 又 
因为 对 于 KK 的 左 陪 集 4K 中 任意 元 sk, 我 们 有 

ukH {uk :=aHa,, 

并 有 上 且 如 时 #0 了 = 了 b 7 那 末 6E4 攻 ,所 以 9 中 及 的 共 绒 子 群 
的 个 数 等 于 KF 在 人 的 指标 (9: 玉 )， 因 此 不 大 于 豆 在 日 的 指标 
(GQ: 卫 )， 假 如 好 的 元 数 是 w， 那 末 五 的 共 轧 子 群 的 个 数 是 ”的 
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因数 .同样 我 们 容易 证 明 ，G 中 与 元 & 共 轮 的 元 的 个 数 等 于 妇 中 
所 有 与 4 能 够 交换 的 元 形成 的 子 伏 在 字 的 指标 ， 
假如 有 穷 群 G 是 它 的 子 群 召 的 所 有 共 思 子 群 的 并 集 ， 那 末 
互 的 共 孝 子 群 的 个 数 是 1, 因此 五 一 G， 这 是 因为 , 如 果 瑟 的 共 
固 子 群 的 个 数 大 于 1， 办 为 子 群 的 单位 元 都 相同， 所 以 G 的 元 数 
就 小 于 五 的 元 数 与 它 的 共和 子 群 的 个 数 的 乘积 , 因此 豆 在 人 的 


“指标 就 小 于 五 的 共 堪 子 群 的 个 数 ， 这 与 上 面 已 经 证 明 的 性 质 不 


合 .因此 , 假如 吾 是 G 的 真子 群 , 那 未 G 中 有 不 在 豆 的 任意 共 
罗 子 群 中 的 元 ， 
习 题 2.4 
1. 假定 = {e, #5 中 的 群 南 是 


序 


[> 
RR mn 


人 


e 
本 
b 
他 


[ 外 


试 证 它 除了 管 等 虑 构 外， 没有 内 同 构 ， 并 且 有 五 个 外 同 询 ， 即 克 莱 菌 四 元 群 
的 自 间 构 群 是 对 称 群 各， 贰 此 可 搞 群 的 自 局 攀 群 不 一 定 是 可 换 群 . 

3， 证 明 对 称 群 8s 没有 外 同 构 ， 但 有 六 个 内 同 构 ， 并 证 明 它 的 自 同 构 群 
与 它 息 身 阿 殴 ， 

3， 试 证 四 元 数 群 舍 3.3， 习题 站 与 由 处 : 陈 


0 yin 0 1 Nn 3 
=(, 让 =-(0 让 +(_1 路 二 ( 0 
形成 的 8 元 料 同 槐 ， 这 里 i 是 虚数 单位 ， 
复 旭 好 是 站 的 止 规 茸 许 , 站 是 怠 的 了 群 ， 试 证 姜 门 瑟 昨 起 的 正规 


子 群 . 
5， 侵 设 吾 ,下 是 拜 吕 的 子 群 ， 8 弓 玉 呈 是, 再 是 旨 的 正规 子 群 ， 如 朱 
五 / 瑟 是 /县 的 正规 子 群 . 试 证 区 是 台 的 正规 子 群 ， 


间 态 5 


. 

6. 元 数 足 质 数 p 的 守 27 的 妖 , 叫做 思 群 。 试 证 p 群 的 中 心 的 元 数 大 于 
1 也 就 是 说 ,Pp 群 其 有 中 心 的 群 ， 央 此 2*Cn 地 1 元 群 不 是 单 群 . 

7， 假如 p 是 质数 , 试 证 疡 元 群 是 可 换 履 . 

8. 试 证 非 可 换 单 群 与 它 的 内 局 构 群 疝 构 。 

9， 试 证 群 前 中 心 是 特征 子 群 . 

10， 试 证 特征 子 群 这 个 关 计 是 满足 传递 律 的 , 也 就 是 说 ,假如 人 口 是 8 的 
特征 子 群 ,8 又 是 4 的 特征 子 群 , 那 示 0 是 4 的 特征 子 群 ， 

114， 试 证 包含 换 位 子 群 的 子 群 是 正规 子 群 . 

12. 假如 互 是 群 台 的 子 群 ,KK 是 占 的 正规 化 群 , 试 证 aKa-1 是 afarl 
的 正规 化 群 ， 

13. 假定 互 是 赂 全 的 子 群 ，6=aU… Ua 吾 ， 如 果 押 , …， ms 中 与 
互 能 够 交换 的 只 有 由,…。、aum， 那 末 互 的 正规 化 群 及 = 而 吾 U Uw 及 ， 试 
用 此 求 {GD)，(2 3 和 ，C 二 3 在 癌 中 的 正直 化 群 , 并 求 它 的 其 轿子 群 , 
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上 和 节 同 构 颖 念 中 前 可 道 映 射 , 假如 换 成 一 般 的 映 计 ,我 们 就 得 
到 它 的 推广 , 这 节 就 是 讨论 这 推广 概念 的 基本 性 质 . 

定义 ”假设 型 形 ' 是 两 个 乘 集 , o 是 型 射 到 于" 的 上 映射 ,并 
县 对 于 型 中 任意 两 元 4, 6， 

oab) =a (oa) ob), 

那 末 叫做 型 射 到 型 的 同 恋 ， 这 时 ,如 果 g 是 可 射 到 了 H' 内 的 
上 映射 , 我 们 就 叫 是 弄 射 到 形 ' 内 的 同 态 ， 如 果 o 是 邓 射 到 型 ' 
上 的 映射 , 我 们 就 叫 = 有 是 凑 射 到 型" 上 的 同 态 ， 这 时 我 们 又 说 必 
与 型 同 态 , 用 记 导 下 一 型 表示 . 

当 og 是 可 道 同 态 时 , o 就 是 同 构 ,因此 后 构 是 同 态 的 特例 ， 尊 
态 这 个 关系 适合 髓 反 律 ,传递 律 , 但 不 适合 对 称 律 , 因此 和 疝 态 不 是 
等 价 关 系 . ~ 

在 上 面 的 定义 中 ,如 果 六 与 开 ,也 就 大 说 ,qt 六 ) 后 形 , 那 来 o 
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就 叫 航 形 的 自 司 态 . 很 如 是 型 的 自 同 恋 , 当 是 可 道 映 射 ,并 
且 sta) 一 开 时 ,也 就 是 说 , 当 r 是 型 射 到 自己 上 的 可 赣 河 态 时 ， 
那 末 og 就 是 再 的 自 同 构 . 

譬如 我 们 把 一 个 群 的 每 个 元 都 与 单位 元 对 应 ， 那 就 得 到 群 射 
到 单位 元 群 上 的 同和 大 ,这 同 态 又 帅 做 堆 同 海 ， 问 样 ,我 们 把 一 个 由 
排列 形成 的 群 中 元 , 按照 它 是 奇 排列 或 者 是 偶 排 列 分 别 对 应 于 一 工 
或 者 十 1, 就 得 到 对 称 群 的 子 群 射 到 由 一 I， 十 1 两 个 整数 形成 的 群 
于 的 同 态 . 又 如 我 信 把 每 个 整数 ”对 应 于 由 呈 生 成 的 循环 群 (人 ) 
中 元 芭 的 蓉 a"， 那 就 得 到 加 群 Z 射 到 (q) 上 的 同 态 ， 当 (中 是 无 穷 
群 时 , 这 同 态 又 是 同 构 . . 

下 面 我 们 讨论 辐 态 的 性 质 . 因为 同 构 是 同 坊 的 特例 ， 所 以 败 
是 同 态 所 具备 的 性质 , 对 间 构 来 说 也 同样 成 立 , 

定理 1 假定 群 避 与 乘 集 ' 同 态 , 那 来 G' 成 群 ， 这 就 是 说 ， 
一 个 群 的 网 态 夸 象 也 基 群 ， 

证 明 假定 全 中 任意 三 元 a', 9', 的 象 源 分 别 是 分 中 元 
5, co, 那 末 从 w5*c 一 apc, 就 得 到 

Ge 一 Ge 
也 就 是 说 ,在 全 中 结合 律 成 立 ， 又 由 sa 一 a, 我们 就 有 
已 好 一 好 

骨 由 4 4 一 ge, 又 有 

: (a) 人 = 0". 
由 就 基 说 G 有 单位 元 e, 并 且 Ff 中 每 个 元 中 也 有 道 元 和 全 困 
此 生成 群 , 所 以 定理 成 立 . 

内 于 商 的 证 明 我 们 还 知道 ， 群 的 同 态 把 单位 元 e 变 为 单位 元 
9 ,元 4 的 道 4! 变 为 & 的 象 a' 的 道人 如 ,因此 (ae 一 (这 
些 都 是 常常 要 引用 的 结果 . 

” 要 注意 的 是 , 上 述 定理 的 道 不 成 立 . 这 就 是 说 ,假如 歼 , 好 ' 局 


同 态 ， 品 


态 , 并 且 形成 群 , 那 末 并 就 不 一 定 成 群 。 蔚 如 型 是 所 有 自然 数 
组 成 的 结合 法 是 如 法 的 飞 集 , 形 " 是 由 一 1, 十 革 两 个 整数 对 于 乘法 
， 形 成 的 群 ,显然 把 偶数 变 为 1, 奇数 变 为 一 1 是 娃 射 到 邓 ' 上 的 周 
态 , 但 这 时 有 村 不 是 群 。 当 同 态 是 同 构 时 ,上 定理 的 道 显 热 成 立 ， 
我 们 知道 群 G 与 G 辕 态 , 其 对 应 关系 是 多 对 一 的 ， 因此 我 们 
要 问 ,Gf 中 元 在 如 中 完全 象 源 的 元 数 ( 妈 浓度) 是否 者 … 致 ? 首先 
我 们 来 考虑 单位 元 的 完全 人 象 源 . 
”定理 假定 群 与 群 信 同 态 , 那 末 9' 的 单位 元 e' 在 恕 的 
完全 介 源 瑟 是 上 f 的 正规 子 群 ,叫做 这 同 术 的 同 访 核 . , 
证 明 假定 e, 6 是 五 中 任意 元 , 因为 它们 的 象 都 是 多 所 以 
(ee) 0 (8) +—e', 
于 是 sw 站 了 ,因此 如 成 群 。 再 对 于 全 中 任意 元 a， 因为 
fae DD'=ae (0 He (0) t= tg ) +=g', 
志 以 Ea 1! EH, 
于 是 大 是 正规 子 群 ,所 以 定理 成 立 . 
对 于 任意 元 的 完全 和 象 源 ,我 们 有 
定理 3 假定 群 台 与 对 ' 同 态 , 吾 是 同 态 核 ,G 中 元 & 在 他 四 
的 得 是 #, 那 末 @ 的 完全 象 源 是 堪 陪 集 4&8， 
证 明 因为 堪 陪 集 五 中 任意 元 的 象 都 是 ge 一 mw， 所 以 a 
中 任意 元 都 是 a 的 象 源 。 再 假定 8 的 象 是 ,我们 从 


(有一 地) 一 


就 得 到 4a-b ER, 
于 是 bEaB, 妈 5 在 左 陪 集 a 户 中 , 所 以 w' 的 完全 象 源 是 4, 因 
此 定理 成 立 . 


于 是 当 旭 ~G" 时 , 他" 中 元 在 日 中 完全 人 象 源 的 元 数 是 一 致 的 . 
又 因为 9 中 元 素 间 的 关系 在 7 中 仍然 类 似 地 成 立 , 所 以 全 虽然 
不 能 作为 的 象 ， 供 也 可 以 说 是 的 "缩影 "， 我 们 研究 G 的 缩 
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影 ,对 G 的 性 质 必 然 有 所 说 明 , 同 态 的 重要 也 就 在 此 , 

假如 好 与 鲜 同 态 , 吾 是 同 态 核 ,如 暴 吾 是 好 自身 , 那 来 吕 是 
单位 元 群 ， 如 果 吾 是 单位 元 群 , 那 末 忌 与 多 同 构 , 即 安 <G. 假 - 
如 局 衬 GF', 那 未 问 福 核 忆 就 是 单位 元 群 ， 因 此 同 态 成 为 同 构 的 必 
要 充分 条 件 是 它 的 同 态 核 是 单位 元 群 . 

假如 G 是 单纯 加 群 , (了 由 是 它 的 自 同 态 ,由 定理 1, 我 们 容 
易 得 知 eckG]) 是 G 中 异 于 单位 元 群 的 子 群 ,所 以 e(G) ~ G, 即 吕 是 
G 射 到 自己 上 的 上 映射。 再 这 时 同 态 核 显 然 是 单位 元 群 ， 所 以 0 丸 
是 可 道 映射 , 因此 o 是 犁 的 自 同 构 ， 这 就 是 说 ， 单 纯 加 群 的 自 同 
态 或 为 零 同 态 ,或 为 自 同 构 . 

上 面 从 一 个 同 态 出 发 就 得 到 一 个 正规 子 群 ， 那 就 是 它 的 同 态 
核 ， 现 在 我 们 从 @ 的 正规 子 群 互 出 发 ,能 将 得 到 如 的 一 个 同 态 
象 ? 这 问题 不 难 解答 ， 只 要 我 们 命 左 陪 集 e 吾 中 的 任意 元 与 商 群 
好/ 吾 中 元 二 对 应 ， 就 得 到 好 射 到 G/ 百 上 的 同 态 ， 因 此 G/ 吾 就 
是 我 们 需要 的 同 态 象 ， 于 是 我 们 有 

定理 4 假定 五 是 群 G 的 正规 子 群 , 那 末 @ 与 它 关于 互 的 
商 群 同 态 , 也 就 是 说 ， 

他 一 他 /五 ， 
同 态 核 就 是 吾 ， 旬 这样 的 同 态 又 叫做 她 射 到 G/ 豆 上 的 自然 局 


在 


于 是 我 们 知道 假如 G 有 一 个 同 态 ， 它 就 有 一 个 正规 子 群 ; 反 
过 来 , 假如 8 有 一 个 正规 子 群 , 它 就 有 一 个 自然 同 态 . 因此 , 假如 
全 有 一 个 同 态 ， 它 就 有 一 个 自然 同 态 ， 说 明 这 两 个 同 态 彼 此 间 关 
系 的 , 有 下 面 的 同 态 基本 定理 . 
定理 5 假定 群 G 与 全 周 态 , 同 态 核 是 至 , 那 末 
GO/ EO, 
证 明 因为 人 f~G', 假定 这 时 的 同 态 师 射 是 a->a', 由 上 面 定 


同 态 Bi 


理 3, a' 的 完全 象 源 是 e 所 在 的 左 陪 集 aq， 如 果 左 陪 集 a 如 用 4 
表示 , 命 柬 与 @ 对 应 , 即 ra'， 因 为 w' 一 5' 时 , 4, $5 辣 在 互 的 一 
个 左 陪 集 ; 即 4 一 5, 因此 这 对 应 就 是 @G/ 吾 射 到 G' 上 的 可 道 映射 。 
再 因为 
ab—ab— (8b)' =a'b', 

所 以 G/EE=G', 因 此 定理 成 立 ， 

于 是 我 们 得 知 ,任意 同 态 象 可 以 看 成 商 群 ,任意 同 态 可 以 看 成 
是 自然 局 态 :; 也 就 是 说 ,用 正规 子 群 能 够 决定 所 有 的 同 态 象 , 正规 
子 属 与 同 态 是 一 对 一 的 ,有 多 少 正规 子 群 就 有 多 少 同 态 ,这 是 正规 
子 群 也 是 商 群 的 一 个 重要 性 质 . 

单 群 就 是 这 样 的 群 ， 它 除 上 自身 及 单位 元 群 外 ， 没 有 其 他 癌 态 
象 . 

假定 群 G~G', 同 态 核 是 加 ,五 是 上 的 子 群 , 那 末 吾 在 G' 中 
的 象 豆 ' 也 是 G' 的 子 群 , 这 时 吾 一 互 '， 同 态 核 就 是 五 中 所 有 在 
五 中 的 元 的 集 台 , 即 同 态 核 是 旦 站, 于 是 由 上 面 定理 5, 我 们 有 

H/HNES=AH., 
当 五 三 互 时 ， 

H/E=H'. 


习 题 2.5 


1， 试 证 对 称 群 94 关于 克 菜 菌 四 元 群 如 的 商 群 9,/ 8B 与 Ss 同 构 . 
2， 假 如 群 仓 与 名 回 坟 , 它 的 核 是 如, 试 证 好 中 任意 两 元 在 G' 中 有 相同 
的 象 的 必要 充分 条 件 是 : 它们 同 在 吾 的 一 个 陪 集中 . 
3、 试 证 群 6 的 内 同 构 群 与 G 关于 其 中 心 0 的 商 群 GC 同 构 。 因 此 和 非 
可 换 群 的 自问 构 群 不 是 循环 群 ， 
4. 单 群 的 问 态 象 是 单 群 或 者 单位 元 群 ， 
5， 试 证 Gy 召 的 任意 子 群 是 电 / 尼 ,这 里 百 是 的 子 寿 ,并 且 互 怪 吾 . 
6 很 定 对, 型 ! 是 随 个 乘 集 ,0 是 下 射 到 时: 上 的 可 道上 映射 , 如 果 对 于 


已 
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中 任意 元 6, 8, vtap) oDota)， 那 术 这 口 叫 艇 性 射 到 对 上 的 道 同 槐 . 


试 


任意 群 与 它 自身 道 癌 档 . 
7. 栋 定 所 是 赂 ， 二 站 中 一 元 ， 试 正 (9 一 8 3 所 站， 是 人 的 一 个 变 


按 , 并 且 时 的 所 有 这 样 的 变换 形成 一 个 与 6 首 同 榴 的 群 ， 
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第 三 瘟 
环 与 体 


这 章 介 绍 环 与 体 的 基本 概念 ， 并 且 详 细 地 描述 环 的 一 些 基 本 
性 质 , 最 后 讨论 环 中 元 素 的 因子 分 解 等 问题 . 这 章 是 以 环 为 主 , 甘 
于 可 换 体 及 一 般 环 ,后 面 还 于 详细 讨论 ， 


83] 环 的 概念 


在 上 章 我 们 已 经 认识 了 群 , 群 是 只 有 -种 结合 法 的 代数 系 ,也 
就 是 说 ， 在 群 中 任意 两 个 元 只 有 一 种 结合 法 . 现在 我 们 来 讨论 有 
两 种 结 人 台 法 的 代数 系 . 在 有 两 种 结合 法 的 代数 系 中 ， 坏 与 体 蚌 最 
基本 的 ， 

定义 1 一 个 非 空 集 人 台 ,假如 它 有 两 种 结合 法 , 一 种 出 做 加 
法 (用 记号 十 表示 ) ,一 种 叫做 乘法 (用 记号 表示) ,并 且 还 满足 下 
面 三 个 条 件 时 ,就 叫做 环 : 

1” 对 于 加 法 成 为 可 换 群 , 叫做 吾 的 加 群 ; 

2” 对 于 乘法 成 为 半 群 ,以 做 吾 的 半 群 ; 

3” 对 十 加 法 和 乘法 适 人 台 分 配 律 ， 即 对 于 五 中 任意 三 元 &, 6， 
6 

atbi+e) =ab tac, (B+oOa=batea. 

于 是 环 是 这 样 的 代数 系 , 其 中 任意 两 元 对 于 如, 减 ( 如 法 的 道 

运算 ) , 乘 三 个 结合 法 能 够 任意 施行 .一 个 环 如 果 艾 满足 乘法 的 交 


Ee Pe TE er te 


59 第 三 冀 环 与 体 
换 律 , 即 
ab = ba, 

就 串 属 可 换 环 .只 包 售 有 穷 个 元 的 环 , 市 敌 有 穷 环 . 

发 如 整数 集 2Z, 结合 法 是 普通 加 法 与 乘法 ,成 为 环 ， 叫 做 整数 
环 ， 公 一 个 数 0, 结合 法 是 普通 加 法 ,乘法 , 也 成 为 环 , 叫做 霍 环 . 
又 用 整数 组 成 的 所 有 级 年 阵 人 是 固定 的 ) 形 成 为 环 ， 它 不 是 可 
换 环 . 一 般 ， 假 如 总 是 环 , 所 有 用 驴 中 元 组 成 的 %W 级 矩阵 形成 为 
非 可 换 环 ,是 做 如 上 的 wm 级 全 算 阵 环 , 用 记号 BB 来 表示 . 全 算 阵 
坏 是 非常 重要 的 一 类 环 . 

假定 中 是 环 , 企 = fo ?是 群 , 我 们 容易 证 明 , 所 有 形状 
象 


时 
之 oa 一 四 妈 十 … 十 Gattry gER 
的 元 ,根据 规定 
We 人 i 
一 和 Batti, 当 i = bs, 多 =|， 中 


9 而 
,ii 十 站 pi 一 辫 (Gi B30) iy 
+ 量 一 El 


I 
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(> City ) 屏 Ba 一 eB, 
形成 为 环 ,叫做 介 关 于 及 的 群 环 ,用 五 [的 下 示 i 

下 看 我 们 综 出 一 个 有 准 环 的 例子 . 

我 们 知道 3 一 (四 = 从 , I，…, Rw 一 1} 是 加 群 ， 它 的 部 法 是 
&-6 一 4 十 5， 现 在 我 们 再 来 规定 它 的 乘法 为 

ab =ab, 

也 就 是 说 ， 当 8 二 ce 时 ，&g 中 一 ce， 这 规定 是 一 音 的 ， 因 为 假如 
g==Q' (0, b 二 2 (WD ， 那 未 8 寺 ge'D'(n) .我 们 容易 证 明 2 一 {nw 对 
于 乘法 成 为 半 群 ,并 生还 适合 分 配 律 , 因此 它 成 为 一 个 有 穷 环 ,0 
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是 它 的 零 元 , 1 是 它 的 单位 元 ， 

环 召 的 子 集 总 ， 假如 对 于 及 的 两 神 结 合法 形成 为 环 ， 那 豆 丫 
就 叫做 总 的 和子 环 ， 吾 叫做 总 的 扩张 环 . 环 的 一 个 子 集 成 为 子 环 ， 
只 要 它 对 加 法 成 群 ,对 乘法 是 闭合 的 就 行 了 , 因为 其 他 条 件 显 然 都 
适合 . 

有 穷 环 显然 只 能 有 有 穷 个 子 环 ， 反 过 来 也 成 立 ， 即 一 个 环 如 
果 只 存 有 准 个 子 环 , 那 末 这 环 是 有 准 环 ”. 

环 可 以 看 成 是 自 权 的 子 环 ， 异 于 自身 的 子 环 昌 做 真子 环 ， 任 
意 环 都 有 只 由 一 个 零 元 形成 的 零 环 作 它 的 子 环 ， 回 群 的 铺 尝 一 
样 , 环 中 与 所 有 元 能 条 交 换 的 全 部 元 形成 子 环 , 叫做 环 的 中 心 ， 显 
然 可 换 环 的 中 心 就 是 它 自身 . 

二 而 说 明了 环 及 子 研 的 概念 ,并 且 给 出 了 一 些 便 子 ,现在 我 包 
来 讨论 环 的 一 些 基 本 概念 及 基本 人 性质， 

内 为 环 召 对 二 加 法 成 群 ， 包 就 是 说 吾 是 加 群 , 所 以 我 们 把 它 
的 单位 元 写成 零 元 0, 汇 % 的 道 元 等 成 4 的 负 元 一 &， 在 蒜 中 用 加 
法 表示 的 各 种 性 质 , 也 就 是 加 群 的 各 种 性 质 , 由 第 二 章 可 以 直接 推 
得 . 下 而 我 们 只 讨 论 与 乘法 有 关 的 各 种 性质 。 

零 元 及 负 元 在 加 法 中 的 地 和 位 由 加 群 的 性 质 已 很 清楚 ， 它 们 与 
乘法 的 关系 有 

1’ 站 -44 一 本 一 由 

2° 【一 如 一 和 《一 一 和 (a) {0 一 号 六 
式 中 心 六 是 环 下 中 任意 元 . 

这 是 因为 由 分 配 律 

OQ-:a+0-.4= 0+0 a = 0 
就 得 到 
D0:4a=0, 

问 种 #0 一 0, 因此 二 得 证 ， 
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又 因为 
(—ab+ab=(—a+ah =0 0), 

所 以 a5 蚌 ( 一 中 上 的 负 元 ,也 就 是 说 , (一 中 3 一 一 a5, 同样 ,a 一 中 
一 —&b., 

再 因为 

【一 本 【一 天 一 一 《一 二 (及 一 一 (一 2 有 一 45， 

因 世 2 ”得 证 . 

此 外 , 我 们 容易 知道 ， 

cob)=er-cb, anDem=ac—b, 

这 就 是 说 , 在 环 中 对 于 减法 的 分 配 律 也 是 成 立 的 . 

于 是 环 召 中 元 施行 加 法 , 减法 , 蔷 法 等 运算 时 , 与 普通 代数 中 
数 的 情况 一 样 . 组 必 须 注意 ,乘法 的 先后 顺序 不 一 定 可 以 颠倒 , 除 
法 [ 彝 法 的 道 运算 } 在 BR 中 不 一 定 可 以 施行 , 因此 乘法 的 消去 律 也 
不 一 定 成 立 , 这 就 是 说 ,从 98=a 必 或 者 584 一 ca, 当 4 天 0 了 时 ,我 
们 椒 一 定 能 够 得 到 8 一 ce， 也 就 是 说 ， 从 4*5 一 0, 我 们 不 一 定 能 够 
得 到 a 一 0 或 80, 

假如 & 是 环 及 的 元 ， 如 果 妨 中 有 一 元 6840 存在 ,使 a8=0 
cha 二 四; 屠 末 &@ 就 叫 微 吾 的 左 ( 石 ) 零 因子 有 时 & 又 叫 和 做 上 4 的 在 
《 右 ; 零 化 元 、 一 元 如 果 是 太 零 因子 ,网 时 允 是 有 零 因子 ,就 叫做 零 
因子 ， 非 零 环 的 零 元 是 当然 的 零 关 子 . 一 般 , 环 中 除 零 元 外 , 可 能 
还 有 其 他 寺 因 子 . 

和 辟 如 在 整数 环 2 上 的 2 级 全 矩阵 环 Zs 中 , 非 零 的 元 

外 0 0 0 
( ¢ 0 ) ( a ) 


都 是 零 因子 ,这 是 因为 


le 
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定义 2 假定 环 玉 中 除 零 元 外 既 没 有 左 零 因子 ， 也 没有 右 零 
因子 , 那 末 忌 就 是 做 无 零 因子 环 ; 可 换 无 零 因子 环 又 叫做 整 环 ， 
璧 如 整数 环 多 是 整 环 . 显然 , 环 成 为 无 零 因子 环 的 必要 充分 
条 件 是 对 于 其 中 任意 两 元 5 5, 如 果 68 一 0 那 就 有 4 一 0 或 2 一 0. 
再 侵 如 如 是 无 零 因 子 环 ， 由 @g 一 ai 或 8 一 oo 这 里 a 天 0, 就 可 
以 得 到 ?3 一 6, 这 是 因为 408 一 中 一 0 或 一 4 一 0, 而 4 大 0， 所 以 
bce 一 0, 部 86=e， 因此 ,在 及 中 圈 法 的 消去 律 成 立 。 肥 过 来 ， 候 
如 在 环 召 中 乘法 的 消去 律 成 立 , 如 果 其 中 两 元 oo, 8 的 积 a5 一 0 而 
#0, 我 们 由 op 一 o0 就 得 到 5 一 0 因此 五 蚌 无 零 因子 环 . 于 是 
我 们 又 得 知 ， 环 成 为 无 零 困 子 环 的 必要 充分 条 件 是 它 注 足 乘法 的 
消去 律 . 
环 中 元 &, 如果 加 一 0, 这 里 mn 是 正 整 数 , 那 未 4 叫做 杆 零 元 . 
等 元 是 究 零 元 , 非 零 的 曙 零 元 是 零 因子 ， 显然 ,在 无 零 因 耳环 中 零 
元 基 唯 一 的 医 零 元 , 它 设 有 非 堆 的 医 零 元 , 但 反 过 来 不 一定 戌 立 ， 
即 存 没有 非 零 的 之 零 光 的 环 中 可 能 有 零 因 子 . 矢 如 在 下 一 (6) 中 ， 
2, 3, 4 都 不 是 医 零 元 ,但 却 都 是 零 因 子 . 
一 个 环 , 其 中 任意 元 如 果 都 是 寡 堆 元 ,就 叫做 填 堆 元 环 . 
定理 1 可 换 环 召 中 所 有 笑 零 元 形成 一 个 贿 零 元 环 ， 
证 明 假定 4,8 咏 及 中 任意 两 个 知 零 元 ,4” 一 0, "一 0, 因 为 
A i i 
A i 十 《一 下 加 + 一 们 ， 
(ab) mn ~a"be —0, 
即 &, 了 的 差 5-5 帮 积 ap 又 都 是 敬 零 元 ,所 以 豆 中 所 有 笑 零 元 形 
朋 为 环 , 于 是 定理 成 记 . 
下 面 我 们 来 讨论 环 中 关于 税法 的 单位 元 上 及 道 元 ， 
我 们 知道 , 环 对 乘法 兵 能 成 为 平 群 , 所 以 在 环 的 定义 中 , 并 不 
权 求 对 乘法 昌 有 单位 元 , 但 在 许多 环 中 往往 有 这 种 元 存在 . 


es ea ie i rb HE OO npr He 
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定义 3 假如 环 且 中 朋 元 Wler)， 它 对 于 哩 中 任意 元 a 有 
6x0 一 Qtgen 一 4)， 那 未 ez (Cer) 就 听 做 五 的 左 ( 右 ) 单 位 元 ， 假 如 忆 
中 有 元 6 它 既 是 左 单位 元 ,同时 又 是 右 单位 元 , 即 对 于 总 中 任意 
元 #8 有 e099 一 9, 那 玉 e 就 叫做 吾 的 单位 元 ,这 时 己 叫 做 有 单位 
元 的 环 . 

本 如 不 数 环 和 是 有 单位 记 的 环 ， 它 的 单位 元 就 是 4， 所 有 的 
偶数 也 成 为 环 , 叫做 偶数 环 , 但 它 设 有 单位 元 . 当 召 有 单位 元 e 时 ， 


[3 
级 爹 方 阵 环 BR 也 有 单位 元 ， 这 单元 是 单 位 全 隆 人 2 } 
[3 


要 注意 的 是 , 假如 环 有 单位 元 , 它 前 子 环 不 一 定 有 单位 元 ， 如 
困 它 的 子 环 也 有 单位 元 ， 这 两 个 单位 元 不 一 定 一 致 ， 警 如 所 有 形 


状 象 ( 8 6 ), 4 是 整数 的 年 阵 形成 Zs 的 子 环 ， 显然 (了 0 ) 是 它 的 
单位 元 ， 但 不 是 2 的 单位 元 ， 但 环 的 零 完 与 子 环 的 零 元 是 一 到 
的 ， 在 异 于 零 的 环 中 ,单位 元 不 是 零 元 . 

假如 环 如 有 左 音 位 元 we, 同时 又 有 右 单位 元 ox 那 未 ， 


如 是 ™— er = 6, 


也 就 是 说 , ez 或 er 是 五 的 单 们 元 ， 因 此 在 有 单位 元 的 环 中 , 左 单 
位 元 就 是 右 音 位 元 ,也 就 是 单位 元 ,并 且 单 位 元 是 唯一 的 .在 没有 
单位 元 的 环 中 , 村 单位 元 ， 右 单位 元 不 能 同时 存在 ， 慨 如 环 如 只 
有 一 个 左 单位 元 wx, 那 末 忆 就 是 吾 的 单位 元 ,这 是 因为 对 于 五 中 
任意 元 4, 显然 6 十 er 一 @ 了 是 吕 的 左 单 们 元 ,所 以 四 十 aer 一 4 一 
er 因此 oer 一 5， 这 就 是 说,ez 是 吾 的 右 单位 元 ,所 以 它 是 吾 的 单 
位 元 . 

一 个 环 叶 能 汉 不 具 一 个 不 单位 元 而 没有 右 单位 元 ， 司 样 也 可 


能 有 不 只 一 个 右 单位 元 而 没有 左 单位 元 ， 芯 如 所 有 形状 象 ( 9。 ) 


环 能 好 念 全 
的 矩阵 形成 的 环 , 它 没有 右 单位 元 ,但 有 无 穷 多 个 左 单位 元 
le 
(0 5), 
这 里 a, 5,c 痢 是 整数 ， 同 样 , 所 有 形状 象 ( 0 ) 的 短 降 形成 的 环 
没有 左 单位 元 ,但 有 无 穷 多 个 右 单位 元 
(3 心 
eo 
又 单位 元 显然 不 是 零 因 子 ,但 左 ( 右 ) 单 位 元 就 不 一 定 , 殴 如 上 
面 的 左 单 位 元 (6 6 ) 就 是 右 零 因子 ,这 是 因为 


(C00)(00)-( 


环 中 元 &, 如 果品 =4, 那 末 6 就 叫做 寡 兰 元 显然, 左 ( 右 ) 单 
位 元 是 寡 等 元 ， 零 元 当然 满足 上 面 宕 等 元 的 条 件 ， 查 我 们 不 把 它 
看 成 蜂 等 元 ， 因 此 我 们 记 说 的 窜 等 元 是 异 于 零 的 元 、 窒 等 蕊 可 能 
是 雹 因子 ,因此 和 客 等 元 不 一 定 是 单位 元 . 

医 等 元 e 很 如 不 是 左 状 因子 ,同时 又 不 是 右 零 因 子 , 那 末 它 就 
是 单位 元 ， 这 是 因为 ， 从 =e, 我 们 有 ea 一 ew， 即 e (ea 一 4) 一 0， 
所 以 sa 一 &, 问 样 ae 一 ec, 因 上 丝 。 是 单位 元 ， 于 旦 在 无 零 因 子 环 中 ， 
左 ! 汪 ) 单 僧 诈 前 是 单位 元 ， 假 如 它 有 矢 等 元 ， 因 为 自 等 元 是 单位 
无 , 那 未 单位 元 就 是 唯一 的 夭 等 元 了 ， 

一 环 ,其 中 任意 非 零 的 元 都 是 释 筹 元 的 ,就 叫做 布尔 (G. Boole， 
1815~1864) 环 . 和 警 如 和 工 一 2) 总 是 布尔 环 . 

织 然 环 及 有 单位 元 e 但 当 &E 豆 时 ,对 和 素 法 ,2a 也 未 必 就 育 左 
{《 石 7 道 苑 ， 

定义 和 假设 环 吕 有 单位 元 6， 对 于 有 中 元 4 如果 有 元 
qz (qn ) 存 在， 使 8374 ==elaas! 一 0) ， 闭 末 az1(exl) 就 叫做 &# 的 左 
( 右 ) 道 元 . 如果 有 元 8 它 区 是 4 的 左 北 元 , 同时 又 是 & 的 右 道 


一 
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元 , 即 ea 一 me 那 末 Ge: 就 叫做 a 的 道 元 ， 

在 有 单位 元 的 环 中 , 每 一 元 未 必 都 有 逆 元 、 有 道 元 的 元 , 叫做 
可 逆 元 . 譬如 零 元 0, 它 就 没有 六 元 ， 单 位 元 e 的 道 元 就 是 它 自 
身 , 如果 < 有 首 元 4 那 末 e+ 的 道 元 就 是 本 如 果 # 有 道 元 6 1， 
5 有 道 元 571, 那 末 2 的 道 元 就 是 3 10 1. 

等 元 辕 然 没有 道 元 , 就 是 零 因 子 和 同样 也 没有 道 元 ， 这 是 因为 ， 
假如 & 是 零 因 子 , a5 一 0, p 头 0, 如 时 a 有 道光 a4 那 末 a-!1a5 一 0， 
于 是 6 一 5 一 0 这 与 假设 不 合 , 所 以 & 没有 逆 元 ， 因 此 ,如 果 a 有 
道 元 , 那 米 它 就 不 是 零 因子 ， . 

同 单位 元 的 性 质 类 似 , 如 果 a 有 左 道 元 ezl， 同 时 又 有 右 赣 元 
gz', 那 未 它 就 有 道 元 2 -= ea 于 一 081 这 是 因为 

a7 — or'e— 0r'AdR! 一 6 一作 和 

因 出 一 个 元 和 如果 有 道 元 , 它 的 赤道 元 就 是 右 闭 元 也 就 是 道 元 , 并 
且 它 的 道 元 是 唯一 的 ， 一 元 可能 有 几 个 赤道 元 而 没有 右 六 元 ， 同 
基 也 可 能 有 上 几 个 右 逆 元 而 没有 左 道 元 四 但 在 无 零 因 子 环 中 ， 如 
果 oz，mf 有 一 存在 , 艾 如 说 ez， 因为 oil 一 e ail(eeil 一 人 一 
0, 所 以 gqz' 一 98, 于 是 4d! 一 gz, 也 就 是 说 ,这 时 qa 存在 , 因此 er-: 
定理 总 在 有 单位 元 的 环 召 中 ， 所 有 可 道 元 对 乘法 形成 为 群 
人 . 

证 明 六 为 两 个 可 逆 元 的 乘积 仍然 是 可 着 元 ,所 以 G 适合 昔 
定义 们 2. 了 ) 的 条 件 1"、 由 环 的 定义 ， 旺 名 9 适合 群 定义 的 条 件 
2”， RB 的 单位 元 也 就 是 台中 圈 法 的 单位 元 , 又 a 二 就 是 a 的 道 . 因 
此 全 成 群 ,所 以 室 理 得 证 ， 

譬如 和 在 束 数 环 色 中 ,可 闭 元 只 有 1，- 工 两 数 ， 它们 对 筠 法 显 
然 成 赚 ， 义 如 在 全 旧 阵 环 是, 中 ， 任 意 级 满 秩 矩 阵 都 有 道 矩 阵 ， | 
因此 & 中 所 有 级 满 秩 什 阵 对 乳 法 成 为 群 。 再 如 在 环 2 一 (6) 
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中 . 2, 3, 于 都 是 零 因子, 因此 它们 都 不 是 可 逆 元 ; 工 的 道 元 是 工 各 
的 北 元 是 5， 这 是 因为 了 B=I， 因 此 在 2 一 { 仿 中 所 有 可 道 元 形成 
元 数 为 2 的 循环 群 

坟 面 所 说 的 单位 元 以 及 逆 元 的 性 质 ， 内 是 由 环 对 寻 法 是 半 群 
这 性 质 推 得 的 ,因此 一 个 平 群 也 有 这 些 性 质 ， 


习 题 3.1 
1. 根 定 吾 是 实数 集 . 周 法 二 是 普通 的 如 法 ,但 乘法 X 是 


xb= | 如 下， 
这 时 站 是 否 成 环 ? 
2 假 进 斑 是 所 有 有 天 数 对 (at 2 的 集合 , 它们 的 里 台 读 是 
(al，ao) + Chr, Dal = Cai Di, tat bey, 


(a, Mal bi, ba) = Cb, rahay, 


8. 假定 书 是 有 单位 元 1 的 环 ， 
dTb--a+b—l1, aDbp=a+b—ab, 
试 还 R 对 结合 法 鲜 , 全 也 弄 束 一 个 有 半 位 元 的 环 . 
4. 假设 


是 三 个 无 穷 九 年 阵 , 读 证 
Mh 一 上， Lae, 

即 产 由 整数 组 成 的 无 穷 级 拓 阵 形成 的 环 中 , 元 9 有 宪 逆 但 没有 左 逆 ， 并 求 评 
4 是 左 零 因子 而 6 起 右 零 因子 . . 

5， 贫 加 民 不 是 零 环 , 4 是 此 的 左 ( 右 ) 零 因子 , 那 林 4 没有 左 ( 古 :省 元 ， 和 
并 目 a 起 里 没 有 右 ( 左 }) 遂 元 , 或 是 最 少 有 两 个 大 (去 ) 前 汇 ， 一 元 如 果 它 只 有 
一 个 了 1 迹 趣 , 那 林 它 也 有 道 元 . 

6. 假如 上 是 环 呈 的 左 单 位 元 , 如 果 呈 没有 右 零 因子 , 那 末 6 是 吕 的 单 
位 元 ， 


下 
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7. 在 还 忆 和 中, 假如 4 与 可 换 , 即 吧 二 bq, 那 来 4 与 01 一 8, 二 (n 
为 整数 ) 也 部 可 换 ; 又 假如 a 与 5, < 都 可 换 , 那 示 它 与 5+c, bc 也 都 可 换 . 

8. 假 补 对 是 有 单位 元 的 环 ,0Q 是 下 的 中 心 ,加 是 全 算 阵 环 加 ,的 单位 元 ， 
试 证 RB 的 中 心 是 OE. 

9. 假定 环 ER 没 有 非 零 的 知 零 元 , 试 证 卫 的 短 等 元 都 罕 它 的 中 心里 简 ， 

10- 试 证 疝 从 环 是 可 换 环 . 


S$3.2 休 的 概念 


在 近世 代数 中 ,除了 群 , 环 外 , 休 是 一 个 最 基本 的 概念. 

定义 一 个 环卫 ,假如 含有 非 零 的 元 { 即 至 少 包 会 两 个 元 ) ,并 
且 白 有 非 零 的 元 对 乘法 形成 群 ,就 叫做 体 ,有 时 又 叫做 可 除 环 ， 这 
对 乘法 形成 的 锋 ， 又 叫做 万 的 很 群 . 当 已 是 可 换 时 ， 丈 就 时 可 换 
体 ,或 者 叫做 域 . 

于 是 我 们 得 知 , 体 肥 加法、 乘法 短 种 送 算 , 并 且 所 有 元 对 加 法 
成 加 群 ( 可 换 群 ), 所 有 非 零 元 对 乘法 成 群 , 但 不 一 定 是 可 换 群 . 联 
系 加 法 与 匀 法 的 就 是 分 配 律 . 因此 体 中 任意 两 元 能 够 任意 施行 加 、 
减 . 磁 . 除 ,只 是 零 元 不 能 除 任意 元 . 

一 个 钵 王 至 少 包 售 两 个 元 , 一 个 是 加 群 的 零 元 ， 一 个 是 萎 群 
的 单位 元 ,每 个 非 零 的 元 都 有 首 函 ,所 以 它 不 是 零 因子 . 于 是 下 是 
无 零 因 季 环 ,内 此 当 五 是 可 孩 体 时 , 它 又 是 整 环 , 

笨 是 无 零 因 耶 环 , 它 的 道 一 般 不 成 立 , 但 对 有 穷 环 是 成 立 的 ， 
即 

定理 1 元 数 大 主 工 的 有 穷 无 等 因子 环 是 体 ， 


下 的 章 必 昌 二 个 怀 划 训 ， 丰 是 二 巾 两 个 元 的 乘 和 , 困 为 是 整数 , 水 - 定 在 下 
中 如 全 在 看 不 证 下 一 证 加 是 到 ,人 慢 当 站 有 单位 元 e 时 ， 呈 5 确 是 上 中 两 区 的 六 
积 , 这 是 因为 ， 
mm=nteb) ebt +eb= (e+ tebeb, 


[ 邓 必 et a 
© 区 也 i 
伍 的 概念 上 67 


1 

证 明 由 $3.1, 环 中 非 零 元 满足 习 法 的 消去 律 .再 由 $2.1 定 
理 3, 它 对 路 法 蚌 闭 合 的 ,因此 环 中 所 有 非 零 元 对 染 法 成 群 ， 所 以 
这 环 成 体 ， 定理 得 证 . 

于 是 有 穷 环 如 果 二 是 体 , 它 就 含有 零 困 子 ， 

1964 年 根山 (N.Ganesan) 错 出 了 有 筋 环 的 元 数 与 其 所 含 零 因 
子 前 个 数 之 闻 一 些 关系 ， 和 但 有 穷 环 详细 的 构 吐 现在 我 们 还 不 完 
全 清楚 . 

我 们 知道 , 环 成 为 体 上 只 型 它 欧 所 有 非 零 元 对 怀 法 能 够 成 群 , 因 
此 由 用 .1 定理 2, 假如 对 于 环 证 中 任意 两 元 &( 天 人 00), 5， 方 程 az 
=b, ya 一 了 在 名 中 有 解 , 那 未 评 就 是 体 ， 下 面 我 们 来 证 明 上 面 两 
个 方程 具 要 一 个 有 和 解 就 行 了 . 

定理 和 环 避 成体 的 必要 充分 条 件 是 : 对 于 五 中 任意 两 元 
0, ,方程 gx 一 站 (或 2 一 下 在 在 下 有 解 ， 

证 明 因为 条 件 的 必要 性 显然 成 立 ,我 们 只 证 明 充 分 性 . 

假定 &, 5 是 县 中 任意 非 零 的 两 元 , 从 az 一 到 一 汶 我 们 有 

aby —ar= 8D, 
于 是 ab0， 这 就 是 说 ， 呈 中 任意 非 零 的 两 元 的 积 仍然 是 非 零 前 
元 ,因此 吾 是 无 零 因子 环 ， 又 出 se=a, 我 们 有 

rie 一 2) 一 个， 

是 外 =8, 这 就 是 说 ,8 是 无 零 因 于 环 召 的 寡 等 元 , 所 以 6 是 豆 的 
单位 元 ， 再 内 qq'==e, 所 以 a' 是 a 的 右 赣 元 ,但 吾 是 无 举 因 子 环 ， 
因此 a 也 是 a 的 着 元 .于 是 吾 中 所 有 非 零 的 元 对 乘法 成 群 ,因此 
五 是 体 , 充 分 条 人 性 成 立 .所 以 定理 得 证 . 

现 开 我 们 给 出 一 些 例 子 . 

璧 如 石 媒 数 集 怠 成 为 体 , 叫 和 能 有 理 数 体 , 所 有 有 理 复 数 @ 十 本 
(a, 是 有 地 数 ) 集 也 成 为 体 ,叫做 商 斯 (C. 也 Gaase, 1777 一 1855) 
数 体 ， 固 样 , 实 元 集 , 复数 集 都 成 为 体 , 分 别 晤 做 实数 体 , 复数 体 . 
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只 包 合 和 穷 个 元 的 体 , 出 做 有 穷 体 ， 将 来 (4.10) 我 们 还 可 以 
知道 ,任意 朋 穷 钵 都 二 可 获 体 。 下 而 我 们 举 一 个 有 穷 体 的 例子 . 
假设 了 是 质数 , 那 未 如 一 (DD) 就 是 元 数 为 PP 的 有 穷 休 ， 这 是 因 
为 ,假如 &,5 是 多 一 (PD) 中 任意 两 元 ,如果 外 一 0, 也 就 是 说 , 48 二 
0(p)， 根 据 加 是 质数 的 假设 ， 我 们 有 4 二 0(D 或 3 三 0(p)， 于 是 
5 一 0 或 5=0， 所 以 Z 一 {四 是 无 零 因子 环 , 因此 由 定理 1, 2 一 
(Pp) 成 体 . 但 数 是 服从 乘法 的 交换 律 的 ， 所 以 下 一 ( 切 是 可 换 体 . 
要 注意 的 是 , 当 n 不 是 质数 于, ZZ 一 (n) 有 非 零 的 零 因 子 , 因此 它 不 
成 体 , 于 是 2 一 ( 碍 成 为 栖 的 必要 充分 条 件 是 2 为 质数 . 
我 们 还 举 一 个 体 的 册子 , 这 是 1843 年 汉 弥 尔 顿 提出 的 , 是 历 
史上 第 一 个 不 可 换 体 的 例子 . 
我 们 先 介 凋 一 种 比 复 数 更 广泛 ,叫做 四 元 数 的 数 : 
aet B+oj+ de, 
这 里 %,， 5, ec, 是 实数 .为 了 简便 ， 象 me 十 0 十 0; 十 08 我 们 写成 
ae 0e 二 03 二 1 十 0 写成 了 等 等 ， 我们 希望 所 有 这 样 的 实 四 元 数 


能 够 成 为 环 ， 首 先 我 们 规定 e, 5, j, 到 的 乘法 表 
6 7 


e 2 天 
和 $$ 一 日 kk 一 
由 7 一 站 一 
太 £ 1 一 多 一 此 
再 规定 它们 - * 般 的 相等 , 相 加 及 相 乘 等 关系 : 
ge 十 可 十 0j 十 O 二 ae 十 BE 十 0 十, 当 ， 
Ga, p=, c=0', =", 
2, (aed- Biteytar) + (oet+bsto stat) 
= (qo)d+t (+o) j++ (c+) d+) 


疝 杰 ; 同 构 的 

8，(qe 十 本 十 cj 二 dF) ae 十 Be 了 十 中 生 是 将 这 式 依 分 配 律 
展 升 , 然后 把 各 项 的 实 系 数 合并 ， 芯 如 令 Ca (bj) 一 (条 )， 再 用 
工 国 规定 的 习 法 钙 果 代入 所 得 到 的 四 元 数 . 

对 这 样 规定 的 结合 法 ， 我 们 很 容易 证 明 上 曾 的 所 有 实 四 沅 数 
形成 为 环 , 它 是 非 可 换 环 , e 是 它 的 单位 元 再 因为 

(ae 一 柄 一 是 一 喇 ) (Get biteytat) = (+ te tad)e, 
所 以 对 于 每 个 非 零 元 ge 十 三 十 7 十 是 都 有 道 元 

(a tb trea) l(ae— bi—ei— dk), 

因此 它们 形成 为 体 , 叫做 四 元 数 体 , 它 是 非 可 换 体 . 

上 季 及 这 节 讨 论 的 环 、 体 间 关 系 , 可 以 用 图 式 表示 如 下 : 

王 一 区 一 


| 可 间 环 | | 无 零 尖 子 环 | | 有 单位 元 球 | 


i | | fw | 


， 试 作 由 两 个 元 形成 的 体 . 

- 起 如 吨 涉 是 质数 , 那 林 三 一 (2)? 就 不 成 为 体 , 为 什么 ? 
试 证 体 的 中 心 是 可 欣 体 . 
、 试 证 所 有 条 元 是 堡 数 的 四 元 数 只 能 形成 为 环 而 不 能 形成 为 体 . 
5 假定 o 已 和 是 四 元 数 环 中 任意 元 , 试 证 (42 一 64)30 一 etab -一 Ba) 
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70 笋 :于 环 与 栖 
面 来. 
定义 ”假定 RB，R' 是 两 个 环 , o 是 五 射 到 FF' 的 映射 , 如 果 对 
于 有 R 中 任意 认 6, 5, 我 们 有 
ce 十 可 一 la) -ob), olab)—o (0) od), 
那 末 映射 就 叫做 尽 射 到 忆 的 同 态 . 如 果 o 是 呈 射 到 尼 内 的 
映射 , 我 们 就 叫 o 是 五 射 到 她 内 的 同 态 , 如 果 o 是 且 射 到 BR 上 
的 吴 射 ， 我 们 就 十 = 是 五 对 到 忆 上 的 同 态 ， 这 时 我 们 又 说 瓦 与 
召 同 态 , 用 记号 R~R 表示 ， 如 果 0 更 是 可 逆 的 , 它 就 叫做 同 构 ， 
这 时 五 则 做 与 BR' 同 构 , 用 R 衬 BR' 表示 . 
芯 如 任意 环 已 都 与 零 环 同 态 , 因为 我 们 把 中 所 有 元 都 与 鹤 
元 对 应 就 是 零 同 态 ， 又 如 环 各 一 (3) 一 各 ,二 …， 科 与 2 一 (4 一 
{0, 1 3, 避 同 窟 , 这 是 因为 由 计算 可 以 验证 ， 下 面 的 对 应 是 它们 
的 同 态 ， 
Ov0', TT, 2, 3_>%, 
4—>0', B—>1', 6—>2", 1x3, 
再 假如 区 是 高 斯 数 体 , 攻 ' 是 由 所 有 形状 象 ( _? 2 的 矩阵 形 


成 的 体 ,其 中 a, 5 是 有 理 数 , 合 
erm { ® 小 
一 让 ga 
显然 这 对 应 是 下 射 到 "上 的 可 首 申 射 ; 再 国 为 
{tate)+ (cra = 1 十 四 十 (+ 
(e 十 2 Ke 十 Ci = (ac— bd) + (ad + beys, 


( & ( 2 ) ( 多 6 本 
十 一 了 
—pal \—de 一 (人 -的 gt+e 


( & | "]-( ac—bd adtbe 
—b al \~de 一 《ec 十 Be) ee 一 加 请 


人 向 态 ， 周 构 1 
所 以 这 跨 射 叉 是 同 构 ,因此 区 之 有 
间 讨 论 群 的 情形 一样 , 同 构 关系 是 等 价 关系 , 同 六 关 系 不 是 等 。 
价 关系 ， 同 态 满足 自 反 律 ,传递 律 ,但 不 满足 对 称 律 。 yy，9~ 
两 个 同 构 的 环 除了 记号 外 构造 完全 一 样 ,也 就 是 说 , 它 保持 原 
来 环 中 用 加 法 , 乘法 两 种 结合 法 表示 的 一 切 代数 竹 质 , 所 以 我 们 有 
时 也 把 辕 构 的 环 看 成 是 相同 的 环 ， 但 同 态 就 不 是 这 样 ， 它 不 一 定 
保持 原 有 的 性 质 ， 警 如 召 ~ 尽 时 ,假如 忆 有 单位 元 , 那 末 她 也 有 
单位 元 , 但 反 过 来 就 不 一 定 成 立 . 再 假如 是 可 换 , 那 末 情 也 是 
可 换 , 但 反 过 来 又 不 一 定 成 立 ， 义 假如 瑟 是 无 零 因子 环 , 避 中 可 
能 有 零 因子 ， 反 过 来 假如 如 是 无 零 因子 环 , 妨 中 也 可 能 有 堆 因 
子 ,因此 如 是 整 环 时 ,如 不 一 定 是 整 环 ; 反对 来 , 是 整 环 时 , RR 也 
不 一 定 是 整 环 , 锣 如 ~ 一 (6), 但 2 是 整 环 而 一 (6) 有 零 因子 ， 


又 如 所 有 形状 象 (8 ) 的 矩阵 , 这 里 a, 5,。 都 是 整数 , 形成 环 妃 
根据 (6 ? )>a, 我 们 容易 验证 它 与 整数 环 Z 同 态 , 即 ~2, 这 时 


二 是 非 可 换 环 , 并且 有 非 零 的 零 因子 . 

因为 环 的 同 态 也 是 把 环 看 成 加 群 时 的 司 态 ， 所 以 它 把 疏 元 变 
为 零 元 ,一 元 的 负 元 变 为 这 元 的 象 的 负 元 ,因此 两 元 的 闭 变 为 它们 
的 象 的 差 . 又 由 定义 ， 我 们 容易 得 知 环 的 间 态 把 寡 零 元 变 为 短 零 
元 , 大 等 元 变 为 宕 等 元 .假如 环 有 单位 元 , 那 末 单 位 元 也 变 为 单位 
元 , 国 此 一 元 的 道 又 变 为 这 元 的 象 的 道 . 

同 群 一 拌 , 环 也 有 自 同 态 、 自 辐 枸 .我 们 容易 得 知 ， 整数 环 及 
有 理 数 体 的 自 同 构 都 只 是 恒 等 同 袍 ，a-t Bi 一 >a 一 5 是 复数 体 蒋 站 
疗 构 ， 由 可 北 元 & 决定 的 自 间 神 %-_>aza-+, 叫做 内 ( 自 ) 同 构 ,不 是 
内 ( 自 ) 问 构 的 自 同 构 ， 吕 和 做 外 ( 自 ) 同 构 。 对 于 任意 内 同 构 不 变 的 
子 环 , 则 做 不 变 子 环 .我 们 知道 , 在 一 个 非 可 换 体 中 , 它 自 身 及 包 
食 在 它 中 心里 面 的 子 体 都 是 不 变 子 体 ， 反 过 来 也 咸 立 ,也 就 是 说 ， 


73 第 二 齐 环 与 体 
在 一 个 非 可 换 体 中 ,不 变 于 体 只 有 它 自 身 及 包含 在 它 中 心 的 子 栖 . 
这 个 这 是 1947 年 卡 登 ( 王 . Cartar 1906~) 就 关于 中 心 是 有 穷 次 
” 栖 全 4 和 的 特殊 情形 首先 证 明 ，19 和 妇 年 布 落 和 尔 (R. Brawer, 
19 叫 ~ )， 华 罗 康 (1910 一 ) 固 时 把 它 推 广 到 一 盘 体 , 因此 这 个 逆 就 
叫做 卡 登 - 布 劳 尔 -华罗庚 定理 台 . 

我 们 将 来 人 3.6) 还 可 以 证 明 , 体 的 同 态 都 是 同 构 . 也 就 是 说 ， 
在 上 面 定义 中 , ，R' 如 果 都 是 体 ,我 们 可 以 证 明 o 是 可 逆 的 . 

假定 全 是 加 群 ，o, + 是 它 的 自 同 态 ， 因 为 rr(a) =o (vq))， 
由 中 2.4 我 们 得 知 , 5, 7? 的 乘积 or 是 他 的 自 同 态 , 现在 我 们 更 规 
定 

(c++z (ay 一 afe) 十 rfa)， 
最 然 o,z 的 和 e+ 也 是 好 的 自 同 态 ， 并 且 容易 证 明 ， 加 法 的 交 
换 律 , 结合 律 及 分 配 律 部 成 立 ， 再 我 们 又 有 
O(a) =0, -rr(q) 一 of 一 @， 

因此 全 的 所 有 自 同 态 形成 有 单位 元 的 环 , 叫做 G 的 自 同 态 还 . 

显然 , 单位 元 群 的 自 同 态 环 是 零 环 . 无 穷 循环 群 的 自 同 态 环 与 
整数 环 Z 同 构 , 郊 元 循环 群 的 自 同 态 环 与 2 一 (m) 同 构 , 因此 元 数 
是 质数 p 的 循环 群 的 自 同 态 环 就 是 可 换 体 2 一 {p) ， 一 般 我 们 有 ， 

定理 1 元 数 大 于 1 的 单纯 加 群 的 自 同 坊 环 是 体 . 

这 是 因为 由 2.5 我 们 得 知 , 单纯 加 群 的 异 于 零 的 自 同 态 是 
自 司 构 . 

假如 把 环 看 成 加 群 , 那 林 它 也 有 自 同 态 环 , 即 任 意 一 个 环 都 有 
自 同 态 环 ， 但 要 注意 的 是 ， 这 插 所 说 的 自 间 态 是 把 环 看 成 加 群 时 
的 自 同 态 , 并 不 是 环 的 自 同 六 ， 因 为 

(ot Ca) oa (ot+T) 6, 

所 以 环 的 两 个 自 同 态 o, 7 的 和 十 r 一 般 不 再 是 环 的 自 同 态 ， 因 
此 环 的 所 有 自 辣 态 不 能 形成 为 环 . 
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假定 召 是 环 ，e 是 其 中 一 元 ， 显 然 映 射 cetr] 一 ar 是 把 吾 看 
成 加 样 时 的 自 辣 六, 因为 csss 一 cao ae 一 aoeopb 所 以 所 有 这 些 
咎 同意 cs 形成 环 鼠 . 根据 定义 ,我 们 容易 证 明 ，s-*co* 是 五 射 到 
二 上 的 问 态 ， 当 吾 有 单位 元 “ 时 , 这 同 态 又 是 辐 构 ,这 是 因为 下 
ca 一 wb 我 们 就 有 ar = 二 br, 因此 便 得 到 se 一 pe, 即 4a=5. 于 是 我 们 
有 

定理 假定 召 是 有 单位 元 的 环 , & 是 其 中 一 元 , 9atr7) 一 ar， 
那 末 玉 与 所 有 自 司 态 0 形成 的 环 同 构 . 

烷 来 人 3. 和 4 习题 小 我 们 还 知道 , 一 个 没有 单位 元 的 环 可 以 闭 
成 为 一 个 有 单位 元 环 的 子 环 , 或 者 说 , 一 个 没有 单位 元 的 环 下 以 垦 
入 一 个 有 单位 元 的 环 . 这样 我 们 就 得 到 下 面 与 32.4 中 卡 菜 定 理 
次 似 的 定理 . 

定理 3 任意 环 与 某 环 的 直 同 态 环 的 子 环 同 梅 。 

于 面 是 我 们 常常 引用 的 控 补 定理 

定理 和 假设 吾 与 总 是 两 个 没有 公 去 元 的 环 ,并 且 护 含有 一 
个 与 R' 同 构 的 子 环 召 ， 那 来 我 们 有 一 个 所 会 有 并 且 与 仿 同 构 的 
环 8'， 这 就 是 说 ,这 时 我 们 简直 就 可 以 把 豆 看 成 是 总 的 子 环 . 

这 定理 的 含义 我 们 可 以 用 下 面 的 图 形 ( 图 3. 蕊 来 表示 。 

证 明 我 们 命 


S'= RU (SC— BR), 


TT ms Tea er ppp a pe ee hr tthe rhb EF. Foe- ribet tbe Boh i 


?4 入 二 间 和 处 二 体 
也 就 是 说 , 好 是 8 中 把 召 控 去 换 成 尼 的 集合 ， 因 为 SNS'=5 一 
有 R, 我 们 命 8 一 玉 中 元 与 它 自身 对 应 ,县 中 元 与 吾 中 元 的 对 应 关系 
不 变 ( 根 据 假设 瑟 与 B' 同 构 ). 我 们 就 得 到 8 射 到 上 的 可 逆 映 
射 ， 假 定 这 映射 用 4->a' 表示 , 这 时 我 们 规定 S' 的 结合 法 是 
ot+b'= (g++D', gb (qb)', 

显然 是 环 , 并 且 其 中 RE' 的 结合 法 与 原来 的 一 样 , 没有 变动 , 因 
此 及 是 忌 的 扩张 环 ， 再 我 们 容易 知道 a->6' 就 是 8 射 到 Bf 上 的 
同 鬼 ,所 以 及 兰 好 ， 国 此 定理 成立 ， 

同 82.5 习 题 6 一样 , 关于 环 我 们 党 党 引用 与 同 态 类 似 的 另 
一 种 映射 ， 候 定 e 是 环 主 射 到 BR 上 的 映射 ， 并 且 对 于 吾 中 任意 
元 a, bb， : 

ola+h) ~o(a) +o(d), olab) ~o (hola), 
那 末 o 岂 人 艇 呈 射 到 忆 上 的 道 同 穴 , 有 R 岂 伐 与 刀 道 同 态 ， 当 oa 是 
可 道 时 ，og 就 吗 做 召 射 到 再 上 的 道 同 构 ， 这 时 BR 又 叫做 五 的 北 
环 ， 显然 , 环 与 它 的 逆 环 的 逆 环 同 构 ， 假 如 环 是 可 换 , 那 末 逆 同 态 
就 是 同 态 , 因此 对 于 可 换 环 , 我们 就 不 需要 道 同 态 这 个 名 词 了 ， 

1949 年 华罗庚 发 表 了 下 面前 定理 ， 在 这 里 我 们 只 用 述 这 定 
理 , 它 的 证 明 我 们 就 不 谈 了 中 . 

假定 e 是 环 召 射 到 R' 的 映射 ， 它 使 如 中 两 元 的 和 与 这 商 元 
在 ER' 中 象 的 和 对 应 ,两 元 的 积 与 这 两 元 的 象 的 积 对 应 , 屠 末 及 中 
两 元 在 RB 中 象 的 积 的 顺序 只 有 两 种 可 能 , 一 是 都 与 它们 的 象 源 的 
积 的 顺序 一 致 , 一 是 都 与 稍 源 的 积 的 顺序 相反 . 不 存在 某 些 两 元 的 
象 的 积 的 顺序 与 象 源 的 积 的 顺 序 一 致 ， 而 另 一 些 则 相反 ， 也 就 是 
说 ,这 时 og 是 玉 射 到 R' 上 的 同 态 或 者 是 道 同 态 . 


习 题 3.3 
1， 假 如 匡 是 环 , 如 是 非 空 集 合 , 并 且 对 于 加 法 与 乘法 都 是 团 售 的 ， 如 时 


商 仁 ?5 


有 一 个 五 射 于 上 8 上 的 映射 o 存在 , 它 保 持 元 素 间 的 和 及 积 的 关系 , 那 末 器 也 
是 环 ( 移 稍 上 23.5 定理 1， 交 俱 如 中 是 体 , 5 是 否 仍 然 是 体 ? 

3， 试 评 所 有 整数 形 或 的 师 群 与 所 有 岳 数 形成 的 加 群 周 构 ， 但 料 数 环 不 
与 偶数 环 辣 以。 

3， 试 证 体 的 乘 群 不 与 它 的 加 群 同 构 . 

4， 试 证 4 十 妈 =0 一 Ft 是 滥 数 体 的 自 阿 构 ， 

5. 有 理 数 如 群 和 的 自 出 态 环 与 有 理 数 体 同 档 ， 

6， 试 汪 所 有 形状 多 

( 外 于 机 ct 


)。 5，c， 4 都 是 实数 


cid ab 
的 2 级 给 阵 形成 一 个 与 由 元 数 体 同 煌 的 体 ， 
7 了， 很 定 玉 是 四 元 数 体 , # 二 G6 十 可 十 0j 十 卜 ， 9' 二 ge 一 也 一 cj 一 路, 试 征 
ac 是 太 的 自 送 同 槐 . . | 
SS， 假 定 环 忆 有 半 位 元 ,7)==ra, 试 让 所 有 ru 形 成 与 站 道 同 构 竟 环 。 


8$34 商 人 


环 所 以 不 能 成 为 体 ， 是 因为 它 的 元 不 一 定 都 有 道 元 ， 现 在 我 
们 要 间 ， 可 否 把 这 些 北 元 以 及 与 道 元 的 乘积 都 添 入 使 它 成 为 体 ? 
也 就 是 说 ， 环 是 否 可 以 扩张 成 为 体 ? 或 者 说 一 个 环 能 和 否 嵌 入 于 一 
体 ， 

我 们 知道 ,整数 集 2 只 成 为 整 环 , 它 不 能 成 为 体 ， 因 为 它 的 元 
除 1 及 一 t 两 数 外 ， 部 役 有 道 元 如果 我 们 把 这 些 道 元 以 及 与 道 
元 的 钱 积 也 就 是 把 所 有 由 整数 做 成 的 商 添 入 ， 那 就 成 为 有 理 数 体 
@， 现 在 我 们 仿照 这 上 方法， 从 可 禄 环 吾 做 出 这 些 道 元 也 就 是 这 些 
“ 商 ”, 洪 加 于 及 使 它 戌 为 包含 五 的 可 换 体 ,这 就 是 说 ,对 于 一 个 可 
换 环 ， 我 们 可 志 做 一 个 可 换 体 把 所 给 的 环 吉 入 ， 我 们 分 两 步 来 进 
行 ， 首 先 假设 有 一 个 包含 召 的 已 知 体 用， 在 这 下 中 如 何 去 找 这 
些 商 ,使 它们 或 为 包含 召 的 可 欣 体 | 其 次 ,在 一 般 情 况 下 , 假定 包 
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合 呈 的 体 不 是 已 知 , 如 何 去 从 一 个 可 换 环 做 出 商 成 为 包 会 它 的 可 
换 体 ， 

我 们 知道 ， 假 如 &,5 是 休 中 非 零 的 元 , 如 果 a5 一 ba， 那 来 
b=b g, 这 就 是 说 ,5 左 陈 a 与 妃 右 除 g4 结 洒 是 一 致 的 因此 


我 们 就 简单 地 蔬 它 做 5 除 & 的 商 , 用 中 来 表示 , 即 
$b be, 
定理 1 假设 KK 是 包含 可 换 环 已 的 体 ， 那 末 下 中 所 有 的 次 
号 ,8 关 0，a, 5E R. 形成 一 个 包含 五 的 可 换 体 ,这 也 叫做 及 的 


商 体 . 
证 明 首先 我 们 禾 易 得 知 , 对 于 这 些 高 ,下面 的 计算 法 则 都 能 
够 成 立 : 


=- -- oc arg 

1 sa -bo, 2 pF 
= Le edtbc oa 

8 Tia a 4 TT 


这 是 因为 , 如 果 忆 一 计 ， 即 614~cd?， 那 末 a4=Be， 所 以 1° 成 
立 ，2? 可 由 1° 直接 推 得 ， 再 因为 
(ad 十 5 ~ (bd) -1(aq) + (Bd) 80) 


_ od, be __u eo 
Tap Vt 


此 ,2 一 1 一 一 六 1d lr 用 一 2 
本 "本 pad ie=b 1d lac= (bd) lrac pi 
所 以 3, 4° 都 成 立 . 
因为 商号 ~0, 所 以 0 也 是 商 , 再 因为 


虽然 在 屁 由 ,但 外! 涉 一 定 在 耳朵 ,因此 qb"m1=6"& 也 让 一 定 在 吾 中 。 
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， 一 4 4 十 (一 a) 0_0 
b $6 b pb 


所 以 所 的 负 元 是 商 二. 因此 所 有 这 些 商 ,也 就 是 忆 , 戌 为 加 群 ， 


又 因为 节 一 el 区 的 单位 元 ), 所 以 。 也 是 商 ,再 因为 


0 
所 以 名 的 北 元 是 商 2 ， 于 是 至 对 乘法 也 成 群 , 因此 了 是 体 ，- 


最 后 ,对 于 且 中 任意 元 @, 我 们 有 地 一 4， 这 里 5 是 及 中 任 


意 非 零 的 元 ,所 以 也 己 R, 因此 定理 得 证 . 

从 上 面 的 证 明 我 们 可 以 看 出 两 件 事情 ， 第 一 ， 在 我 们 的 证 明 
中 ， 只 要 及 能 够 媒 入 一 个 体 中 , 就 可 以 证 明 五 的 商 体 玉 存在 , 并 
用 两 信 商 的 相等 以 及 它们 的 加 法 ， 乘法 都 完全 是 由 五 的 结合 法 一 
意 确定 , 所 以 商 体 太 的 构造 完全 是 由 确定 , 因此 如 果 卫 能 驶 内 
入 两 个 体 中 , 那 末 所 得 到 的 两 个 商 体 就 同 构 ,也 就 是 说 , 忆 的 商 体 
都 局 构 ， 我 们 更 可 以 知道 , 同 构 的 环 的 商 体 也 是 同 构 的 .第 二 , 任 
一 体 芒 ,如果 包 合 BR, 也 就 包含 五 的 商 体 ， 因 此 五 是 包含 及 的 
最 小 体 ， 璧 如 有 理 数 体 Q@ 是 整数 环 2 的 商 体 ， 它 是 包含 名 的 最 
小 体 ， 

现在 我 们 来 讨论 一 般 可 换 环 召 ( 包 会 它 的 体 不 是 已 知 ) 是 特有 
商 体 ， 假 如 布 ， 当然 也 是 由 吾 中 元 的 商 形成 的 可 换 体 ， 但 是 这 时 
商 是 表示 什么 ? 我 们 如 何 来 认识 ? 

我 们 知道 体 中 没有 零 因 子 , 恕 果 尽 有 商 体 百 , 因为 忆 是 政 的 
子 集 , 所 以 如 也 不 能 有 零 因 子 ， 也 就 是 说 忌 必须 是 整 环 ， 这 是 必 
要 条 件 , 下 向 我 们 米 证 明 它 也 是 充分 条 件 . 

定理 旬 可 换 环 中 有 商 体 的 必要 充分 条 件 是 再 为 整 环 ， 
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证 明 定理 的 必要 性 已 如 上 述 , 现在 只 证 明 充 分 性 就 行 了 . 
先 考 虑 吾 中 所 有 元 素 对 (, 8), 5 郑 0。 两 个 元 素 对 (a, 5)， 
(ce, 0), 当 ad= be 时 ,我 们 用 记号 
(a, D~(e, 二 
来 表示 .显然 , 这 个 关系 满足 自 反 律 、 对 称 律 ， 并 且 它 也 满足 传递 
律 ， 这 是 因为 , 由 
Ca, Do~ (es DD, Ce, De~ Ce, , 
就 可 以 得 到 
rd—he, of=— de, 
因此 
df = bef = bde, 
但 五 是 整 环 , 所 以 &f= be, 即 (&, 8) ~ (e, 放 .于 是 这 关系 是 一 个 
等 价 关 系 , 出 51.2 定理 , 我 们 可 以 根据 这 关系 把 所 有 这 些 元 素 对 
形成 的 集 分 成 为 若干 类 ,使 相互 等 价 的 同 在 一 类 ，(4, 四 所 在 的 类 


用 所 来 表示 ， 下 面 我 们 来 讨论 由 所 有 这 些 类 形成 的 集 也 . 


显然 ,所 一 可 的 必要 充分 条 件 是 (4, 5) ~ (c, 四 ， 也 就 是 ed 一 
bo. 因此, 定理 1 证 明 中 的 计算 法 则 玉 , 2? 这 时 都 同样 成 立 . 
再 我 们 用 前 面 的 计算 法 则 3"， 纪 来 做 这 些 类 的 加 法 、 习 法 的 
定义 , 也 就 是 说 , 我 们 规定 
& 2 - CH 十 pe a ft _ ae 


bp a ba * ba ba 
这 个 规定 是 一 意 的 首先 因为 80, a 关 0， 有 又 没有 零 因子 ， 疡 
以 8640 内 此 -和 9 十 必 及 -站 都 有 意义 ,也 就 是 说 ， 这 两 个 类 的 


葛 都 是 中 元 ， 其 次 ,如 果 告 一 饼 ， 生 一 马 ， 我 们 很 容易 证 明 


商 体 7 
zo Tb'e' adt-oe age’ oe 


pa 到 ba bd 
因此 号 二 也 及 号 * 可 的 结果 与 在 类 元 ， 工 中 所 选取 的 元 素 对 
a, 5)，(c, 内 没有 关系 , 也 就 是 说 , 这 些 类 的 和 及 积 是 一 意 的 。 再 
我 们 这 样 定义 的 加 法 及 乘法 显然 都 满足 交换 律 ， 并 且 关 于 加 法 及 
乘法 的 结合 律 都 是 成 立 的 .又 因为 


(2 + 5 ) _adtbc e _ (ad+be)e 
oa diFf ba f baf ! 


2 [9 [5 全 他 


ce _ adef + beef 


FFAaF ta baF 
《eg 二 pe)ef _ (adtbe)e 
rap maf 
所 以 分 配 律 也 成 祥 . 


所 有 元 素 对 (0, 9) (0, 四 ,，…, 4, 650， 都 属于 同一 类 
号 , 它 是 加 法 的 单位 元 , 也 就 是 说 它 是 零 元 ,这 是 因为 
Doc ae 1 


De _ _ 0 


类 一 是 各 的 负 元 ,这 是 因为 


人 一 和 4 一 了 站 


所 有 元 素 对 (a, @)，(5, 六，…9 和 0, 都 属于 同一 类 交 ， 
它 基 乘法 的 单位 元 ,这 是 因为 
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因 紫 我 们 证 明了 五 成 为 体 . 

下 面 我 们 证 明 只 与 下 的 一 个 子 环 同 构 ， 总 们 来 过 点 中 所 
有 形状 象 辽 , 4 天 0, 的 元 的 集 5. 因为 -一 等 -~ 一， 所 以 不 
妨 固定 一 gq, 因此 S 是 折 有 象 42,4E 的 元 组 成 的 于， 显然 它 
是 了 的 子 环 . 诬 如 命 甩 中 元 4 与 8 中 元 “对 应 , 即 4-> 字 , 屠 
末 这 对 应 是 吾 射 到 8 上 的 可 道 呐 射 , 这 是 因为 ,从 


bg 


Tg 天 0， 


QQ 
了 
就 得 到 
ag’— bq’, 
但 豆 没 有 零 因 子 , 雇 以 关 0, 因此 ea 一 pz， 再 从 


好 -他 29 ， 3 9 
7 


9 
我 们 就 有 
a by (er 二 D7 9 二 59 _ og 十 bo 
9 9 yg 9 
gabe OF abog -9959 -09 ,bg 
9 979 yo 2 89” 


所 以 这 上 映射 是 瑟 射 到 SS 上 的 同 构 , 即 R 衬 8， 因此 也 是 环 . 

根据 $3.3 定理 二 我们 林 以 把 召 看 成 三 的 一 部 分 ,也 就 是 说 
玉宇 BR, 因此 殖 就 是 总 中 所 有 元 的 商 形成 的 体 , 所 以 吾 是 五 的 商 
体 .于 是 定理 得 证 . 

上 面 虽然 是 定理 2 的 充分 性 的 证 明 ， 但 同时 也 是 把 一 个 整 环 
幅 入 一 个 可 摘 体 的 方法 ， 因 此 对 任 一 整 环 我 们 都 可 以 作出 它 的 商 
体 . 

假如 呈 基 滞 换 环 , 访 是 于 中 所 有 非 零 因子 的 集合 ,因为 x6 是 
零 因 子 时 ，%, 6 中 最 少 有 一 是 零 因 于 ， 所 以 太 是 半 群 。 同 上 面 一 
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样 , 五 能 够 嵌入 由 所 有 商 三 ,rE ,sa€ 驴 ,形成 的 环 中 , 这 环 叫做 


号 的 商 环 ， 显 然 它 有 单位 元 ， 并且 8 中 任意 非 零 元 在 商 环 中 都 有 
道 元 ， 要 注意 的 是 , 非 可 换 无 零 因 子 环 一 般 是 没有 商 体 的 ,也 就 是 
说 它 不 能 够 姐 入 于 栖 ，1936 年 马尔 采 夫 (4. 于. Mazprep) 曾 给 出 
了 一 个 例子 "来 说 明 这 个 问题 , 但 是 也 有 有 商 体 的 , 和 壁 如 非 可 换 主 
理想 子 环 环 全 3. 引 就 有 商人 栖 中 ，193j 年 温 尔 (O., Ore) 曾 证 明 叶 ， 
一 般 非 可 换 无 零 因子 环 假如 浅 足 任意 两 元 4,8 都 有 左 ( 右 ) 公 售 元 
ab' 一 DG xDtD 4 sx0) 的 条 件 , 它 就 有 商 体 ,也 就 是 说 它 能 够 
壤 入 于 体 ， 这 些 我 们 都 不 详细 证 明了 、. 


习 题 3.4 


1 假设 是 质数 , 试 证 所 有 形状 象 入， 人 从 =T， 的 有 到 数 华 成 为 整 
环 , 并 求 它 的 商 体 . 
3 斌 证 任意 适合 消去 律 的 可 换 半 群 能 能 媒人 于 群 . 
3. 根 定 五 是 设 有 单位 元 的 环 ， 芯 是 整数 环 ， 试 证 所 有 形状 象 《a; m)， 
GE 瑟 , 1iE 呈 的 元 适合 人 下列 关 系 ， 
1) Ca, m) = tb 0 当 amb, mn 
2} {9, mI, pn} i 二 +h, H+), 
3Y a, mY, bt hb ma 
时 , 形成 -个 安 单 位 元 的 坏 , 单 位 元 是 个 , 了, 我 们 用 (人形 , 0 表示 ， 完 他 含 耳 
及 艺 , 因此 ， 仔 意 没有 弟 位 元 的 环 能 够 拱 入 一 个 有 单位 元 的 环 , 记 就 是 说 , 仁 
意 没 有 单位 元 的 环 能 辟 奇 成 注 有 间 位 元 的 环 的 子 环 。 


8$35 多 项 起 环 


我 们 已 经 知道 环 的 一 般 概 念 , 这 节 介 绍 一 种 特殊 的 环 , 它 的 结 
合法 是 具体 的 ,并 且 它 在 数学 上 也 占 疲 重要 地 位 ， 


rr 
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普通 代数 中 讨论 的 过 项 式 , 它 的 系数 都 是 实 数 或 复数 , 现在 我 
们 把 这 个 概念 推广 到 一 般 和 情形， 
定义 ”假定 召 是 有 单位 元 工 的 环 , 是 记号 ， 也 就 是 未 定 元 ， 
那 末 
《1 Fo 一 了 Ce 一 Co 十 QT 十 Ga 十 十 Ga， mER, 
二 做 环 召 中 的 多 项 式 ,或 者 简称 为 2 的 多 项 式 ,wa 叫做 它 的 系数 ， 
首先 我 们 规定 ， 在 了 2) = Za 中, 当 @=0 时 wjw! 就 可 以 略 
去 不 写 ,也 就 是 说 ,在 一 个 多 项 式 中 我 们 可 以 任意 增加 或 减少 系数 
是 零 的 项 ， 青 我 们 烷 规 定 两 个 多 项 式 Zai， bmi 的 相等 以 及 它 
们 的 加 法 、 乘 法 ,这 些 也 正 是 普通 代数 中 多 项 式 的 计算 法 则 : 


(2) or = Pr, 当 全 一 站 
(3) awit Shri= Dlat hi) vi, 
(4) Bar Tbr = Ton, ec: 一 名 by, 


在 (2)，{ 两 式 中 ,如 果 两 个 多 项 式 的 项 数 不 同 , 我 们 可 以 用 系数 
是 零 的 项 来 填补 ， 

由 {名 定义 的 多 项 式 屁 法 非常 容易 记忆 ,只 要 把 多 项 式 中 形式 
的 加 法 与 洋 法 假定 分 配 律 成 立 而 展开 就 得 了 .但 要 注意 的 是 a 
b; 的 顺序 不 能 颠倒 ,因为 及 不 一 定 是 可 换 环 . 

我 们 很 容易 证 明 ， 吾 中 所 有 2 的 多 项 式 形成 一 个 环 ， 贡 做 由 
召 添加 未 定 元 zx 形成 的 环 ,或 者 叫做 吾 上 ww 的 多 项 式 环 , 或 简称 
2» 的 多 项 式 环 ,用 记号 [zj] 来 表示 ， 这 时 系数 都 是 学 的 多 项 式 是 
它 的 零 元 , 多 项 式 Ze 的 贷 元 是 

Za t= — Pa, 

系数 mxz0 的 ?中 最 大 数 ， 叫 做 多 项 式 的 次 数 ， 敬 如 在 人 中 ， 如 
果 王 天 0， 那 末 . 六 2 就 是 次 ,这 时 ，ar 就 叫做 te) 的 首 项 ，.- 
个 零 次 多 项 式 是 象 er"， qo 二 0， 形 状 的 . 如果 多 项 式 的 所 有 系数 
都 是 零 , 缆 末 它 就 疫 有 次 数 了 . 因此 五 [四 的 零 元 就 是 没有 次 数 的 
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多 项 式 ， 
民 [%] 中 所 有 零 次 多 项 式 及 零 元 形成 一 个 子 环 , 仍 如 我 们 把 天 
中 元 & 与 多 项 式 gw? 对 应 ， 那 末 这 对 诬 就 是 召 射 到 这 子 环 上 的 问 
构 ， 到 此 五 与 这 于 环 同 构 ， 由 &3.3 定理 二 我 们 可 以 把 召 油 成 
五 [四 的 子 环 , 也 就 是 说 把 e 看 盛 sz， 于 是 BRIz} 的 零 元 就 是 五 的 
零 元 , 零 次 多 项 式 就 是 中 中 非 零 元 , 所 雇 我 们 又 可 以 把 (了 DD 改写 成 

(8) 一 Qo 十 而 和 十 oa 玉 十 司 十 a 

下 假如 我 们 把 多 项 趟 1f 写成 4, 即 17 一 z, 那 求 74 就 是 RBI?j 中 元 ， 
因 召 [ 加 是 包 合 环 及 及 未 定 元 zw 的 环 ， 于 是 sz 就 是 总 [oj 中 元 
2, 的 习 积 . 

我 们 知道 BR[z] 是 BB 的 扩张 环 , 当然 召 [ 四 不 县 着 如 前 一 切 性 
质 , 但 它 也 保持 R 的 森 些 性 质 ， 显 然 ， RR 的 单位 元 1 就 是 吾 [ 四 的 
单位 元 ,假如 总 是 可 换 , 那 末 吾 [ 拉 也 是 可 换 , 此 外 我 们 还 有 

定理 ”假定 是 整 环 , 那 末 呈 [sj] 也 是 整 环 . 

证 明 很 设 8)} 一 Qo 十 4&8 十 :十 ，Qn 关 0， 

9 = Do 二 bt 二 二 Dn" bn 0, 
那 林 fo)g(e) aobo te tarbne™, 
但 号 是 无 零 因 于 环 , 所 以 grbw 寺 0, 这 就 是 说 , 吾 [ 拉 没有 非 堆 的 党 
因子 ,于 是 卫 [4] 是 整 环 ,因此 定理 成 立 ， 

艾 恕 2 [人 2j 基 整 环 ,这 时 多 项 式 就 是 普通 整 系数 多 项 式 . 

由 上 面 和 的 证 明 , 我 们 又 可 以 知道 ,假如 如是 无 零 因子 环 ,f(%)， 
go 是 羡 [z] 中 次 数 分 别 为 mw mr 的 儿 项 式 ， 那 末了 (yt) 就 是 
了 [z] 中 次 数 是 % 十 m 的 多项式 , 当 吾 有 零 因 子 时 ,如 [加 显然 也 有 
零 因 子 ， 关 于 RB[2] 的 零 因子 ,1942 年 麦 珂 (N.H.MeCoy,1905~) 
曾经 证 明了 了 这样 一 个 性 质 ' 名 ,假定 呈 是 可 换 环 , 那 末 了 (zw) 是 R[x] 
的 零 因 子 的 必 旧 充分 条 件 是 ， 王 中 有 一 非 堆 元 值 咱 (人 一 0 
1954 年 斯 谷 脱 CW, BR. Seott, 1919 一 ) 用 反 证 法 来 证 明 ， 非常 简 
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单 ,读者 冲 参 考 文献 [1 了. 

现在 我 们 来 讨论 未 定 元 % 取 “ 值 ”的 问题 . 

我 们 把 召 的 扩张 环 BB' 中 一 元 x 来 找 兰 多 项 式 ( 了 中 末 定 元 
Zw, 就 得 到 2 一 “时 了 ee) 的 值 

Fw) 一 如 十 本 十 -十 Gagn， 
它 当 然 仍然 是 忆 中 一 元 .假如 fa) 一 了 Za，Vz) 一 bw!， 那 末 
它们 的 和 及 积 
3 2) = fr) FIE), P(E) TE) gS) 
当 # 一 & 时 的 秆 就 分 草 是 a(x), pte)。 我 们 要 注意 的 是 ，s(a) 与 
fo) 十 go 的 音义 不 同 , 同样 pfo 与 ia) g(a) 的 意义 也 不 同 . 这 
是 困 为 ja ,gte) 是 品 中 元 ,f(T),9(0) 是 BR[2j 中 元 ,3(0), PD(9) 
是 先 结合 而 后 代入 的 结果 ， 而 Fo 十 go， Fo09( 的 则 是 先 代 入 
后 结合 的 结果 ,两 者 可 能 木 -: 致 .但 
gl) 一 【Co 十 50) 十 (er th yat CH ba) an 
= (go 二 ost 二 Tg) 二 (Bo Bat + be") 
一 三 op + gto), 

而 Pim) 一 2980 二 【61 TF obo at dabmne"'™ 
却 不 一 定 与 fa)g ta) 相等 ， 因 为 这 时 a 不 一 定 与 都 能 够 交换 
为 了 避 侈 这 种 困难 ， 当 我 们 用 局 中 元 a 米 代替 多 项 式 ftw) 的 未 
定 元 和 时, 我 们 要 求 a 与 了 2) 的 所 有 系数 都 能 够 变换， 这 样 也 就 
有 Pl 一 fo) g(a) 了. 如果 辟 是 可 换 环 ， 那 末 吾 中 任意 元 都 可 
忆 代 入 了 (中 .很 如 fa) =0, 那 末 叫做 Fo 的 零点 ,有 时 也 是 
做 f(s) 的 根 ， 以 后 我 们 说 a 是 了 (2) 的 零点 或 根 , 就 意 昧 着 < 是 召 
前 扩张 环 中 元, 并 且 它 与 五 中 任意 元 能 够 交换 . 

下 面 我 们 来 讨论 关 寺 [zj 的 欧 几 皇 得 (Raclid) 法 式 . 

假定 gz = 十 了 十 十 B27 十 2 是 Rwj 中 计谋 多 
项 式 , 它 的 首 项 系数 是 1 又 8) 一 如 十 gz2 十 十 Ce， 人 也 0， 是 
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[2] 中 任 一 多项式 , 那 末 在 六 [2] 中 就 有 两 个 满足 

{5 Fr mg) re) 

的 多 项 式 4 (2 这 时 9 0) 加 仇 900) 除了 2) 的 右 南 , (2) 是 
次 数 小 于 m 的 多 上 项 起 或 是 零 元 ， 册 柚 g (wm) 陈 .fw) 的 右 余 式 .这 
是 因为 ， 假 如 #9(2) 的 次 数 大 于 (2) 的 次 数 ， 我 们 取 9g(%) 一 小 
7 (9 一 co 那 末 (全 ) 式 就 显然 成 立 , 假如 gtw) 的 次 数 不 大 于 了 (2) 
的 次 数 ， 我 们 可 以 自 了 (ww) 减 去 are" "g(x)， 在 所 得 到 的 多 项 式 
2) 一 wmg (wv) 一 "ritw) 中 ,zw* 的 系数 是 零 元 ,所 以 它 的 次 数 小 于 
有 。， 癌 栗 和 各) 的 次 元 大 二 于 :我 们 可 以 再 用 同 料 的 方法 ， 自 mt) 
中 减 去 Y 呈 的 人 简 数 ,这样 继续 下 去 ,在 有 穷 回 后 ,一定 可 以 得 到 一 
个 多 项 式 ?4)， 它 的 次 数 小 于 骂 或 者 是 "(2) =0， 因 此 (5) 式 成 


2 


也， 


如 果 已 是 体 , 9(z) 的 首 项 系数 就 可 以 是 任意 元 5。 ,而 不 必要 
求 是 了 府 为 对 于 六 - 94 ,我 们 有 


Fi) = 9) -90 re) 9 (0) Eg (+r(z), 


把 4(z) 定 - 看 成 (6) 式 中 的 (2), 那 末 (5) 式 就 量 然 成 立 ， 
同上 面 一 样 ,在 有 [x] 中 有 满足 
{6) fz) = 9{2) go0(T) + Pos) 
的 多 项 式 ge(z)，mo(z) ,这 时 go( 四 叫做 g (四 ) 除 Fo) 的 宦 商 ,ro 人 Ca 
是 次 数 小 于 和 ma 的 多 项 式 或 是 零 元 ,叫做 y(e) 除 Fey 的 左 余 式 . 当 
情 是 可 换 时 , 右 商 也 是 左 商 , 右 余 式 也 是 左 余 式 , 这 时 我 们 就 简称 
为 商 及 余 式 ， 当 吾 是 无 零 因 子 环 时 ，( 且 式 由 的 9tz)， rt 及 (0) 
式 中 的 g(t) ，re(o) 都 是 唯一 的 ， 上 上 面 (5)，(6) 两 式 , 我 们 叫做 欧 
所 里 得 法 式 ,或 简单 地 叫做 欧 氏 法 式 . 
同 普通 代数 中 讨论 的 一 样 , 当 如 是 可 换 体 时 , [2] 中 多 项 式 
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0),，9(2) 的 最 大 公 因 式 避 tz) 可 以 引用 欧 氏 法 式 求 得 ,并 且 
et) = Fm) To) g (2), wo， v2) ERLE], 


因此 Go) 是 [zj] 中 元 . 

假定 a 是 瑟 的 扩张 环 中 元 ， 如 果 & 是 忆 [ 四 中 非 零 的 多 项 式 
的 零 挟 ， 那 末 “就 叫做 吾 的 代数 元 ， 如 果 a 不 是 吾 [o] 中 非 符 的 
多 项 式 的 霉 点 ,也 就 是 说 , 它 不 适合 鼠 [z] 中 人 在意 非 零 的 多 项 式 , 那 
本 就 叫做 吾 的 超越 元 ， 我 们 穷 易 证 明 ， 五 加 ] 射 到 五 [ej 上 的 映 
射 

Pp 

当 a 是 吴 的 代数 元 时 ,， 它 是 同 态 ， 当 a 是 B 的 超越 元 时 , 它 是 同 
构 . 了 因此.E 夯 记 说 的 末 定 元 4 是 吾 的 超越 元 

我 们 知道 环 [aj 的 单位 元 就 是 于 的 单位 元 ,也 就 基 说 , 且 [2] 也 
是 有 单位 元 的 坏 ， 因 此 我 们 又 可 以 自 [2 再 添 加 一 个 未 定 元 
得 错 环 天 i2][ 妇 ， 一般, 我 们 可 以 在 召 上 陆续 党 加 %% 个 未 定 元 
wy ny 得 到 召 [9] [X31… [wj]。 如 时 我 们 假定 这 些 未 定 元 
能 够 相互 变换 , 那 林 在 及 上 深 吉 这 些 元 时 , 就 与 添加 的 顺序 无 关 ， 
这 时 就 写成 慎 [sy 23,…， 9 ,叫做 由 吾 添加 姑 个 未 定 元 2 z, 
… 2 的 环 , 或 者 叫做 和 个 未 定 元 的 和 多项式 环 , 其 中 的 多 项 式 可 以 
写成 

Fm, Fas 一 

同一 个 未 定 元 的 铺 形 一 样 , 很 容易 证 明 ， 假 如 及 是 可 换 ， 那 
末 六 [wm za …， za 也 是 可 换 ; 假如 吾 是 整 环 , 那 来 BR[z1, xs， 0 
zn 也 是 整 环 ,天 或 它 的 扩张 环 中 与 的 所 有 元 能 能 交换 的 元 可 以 
代入 吾 [z1, 52,，…， 4] 中 任 一 多 项 式 而 得 出 它 的 值 ， 当 忆 是 可 换 
环 时 , 如果 f(z aa oa) 是 于 [wi xa， …， wj 的 零 因 子 , 那 末 号 
中 也 有 非 零 的 元 & 存在 ,使 af {a za 8) 一 0 
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习 题 3.5 


1 谣 [] 中 一 个 m 次 多 项 式 与 一 个 nn 次 多 项 式 时 莱 积 尽 调 是 一 个 名 二 入 
院 针 项 式 , 为 什么 ? 

2 假定) 是 R[zJ] 中 多 项 式 ,4 是 中 的 扩 疆 环 中 25, 汪 证 “ 莘 余 定理 ” 

= 
3. 和 仿 定 必 2Lxj 中 儿 项 式 
(3 0-( 30+(39) 

试 式 gt0) 除 赤 天 的 右 商 ,有 有余 式 72) 用 站 商 got)， 训 倪 式 fot2)。 

4. 假定 轨 ，za ra 是 无 这 区 个 未 定 元 ， 总 是 环 , 试 定 必 这 项 式 二 
二 [1 2， yc 其 由 多 项 式 包 含有 穷 个 未 定 元 。 


$3.6 理想 于 环 


在 32.86 中 , 我 们 得 知 由 正规 子 群 可 以 做 商 群 , 环 可 以 看 成 加 
群 , 所 以 由 子 环 可 以 做 癌 余 加 群 ， 但 有 的 二 余 加 群 又 能 够 成 为 环 ， 
譬如 $3.1 中 给 出 的 一 (mn) 就 是 环 ， 因 于 我 们 要 间 , 一 般 怎样 子 
环 前 两 余 加 群 才能 成 为 环 ? 这 种 子 环 权 满足 什么 条 忻 * 这样 就 引 
进 了 理想 子 环 的 概念 . . 

我 们 知道 , 坏 及 关于 它 的 子 环 六 的 同 余 加 群 一 态 是 所 有 间 
余 类 a+ 入 =& 的 集合 ， 因为 当 &==o (tN), 5 三 5'(N) 有 时，4a 十 8 于 
qa' 二 5'(N)， 所 以 我 们 可 以 规定 到 互 的 和 为 5 二 5 一 4 十 5， 要 希望 
如 一 碎 成 环 , 首先 还 要 规定 6, 6 的 积 ， 同 $38.1 中 多 一 (的 铺 形 
一 样 ， 我 们 来 考虑 辐 祭 类 & 中 任意 元 与 同 祭 类 中 任意 元 的 乘积 
是 否 与 a6 阿 在 一 同 余 类 也 就 是 说 ， 由 a 三 za'(N), 5 三 5'(N), 我 
们 能 否 得 公 ap=a2 tw ， 假 如 能 饮 ， 那 未 对 于 六 中 任意 元 奖 ， 
nz, 我 们 有 

Ca) Ch 4) = ab ans + nd mm eb (NY, 
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也 就 是 
as + nt =O0(N)., 

当 员 一 0 时, ans 址 OLN); 当 ng=0 时 , tm8 二 0( 避 ,因此 对 于 县 中 
任意 元 7?， 我 们 有 
{1) NEN, NrEN. 
反 这 来 ， 仍 如 子 环 不 具有 上 面 性 质 (1)， 大 然 由 a==a' (NN)， 
5 二 eCN), 我 们 就 得 到 a2 二 5' wy) 但 是 一 般 的 子 环 没有 上 上 面 性 
质 , 于 是 我 们 有 

定义 ”假定 五 是 环 , 站 是 它 的 子 环 ， 如 果 对 于 mEN, rE BR, 
我 们 就 有 ”akem 和 就 ， 那 末 六 就 时 向 召 的 左右) 理想 子 环 ， 假 
如 立 是 吾 的 左 理想 子 环 同 时 又 是 召 的 右 理 配子 坏 , 也 就 是 说 , 当 
EEN, 7yE 有 了 时 reE 吉 ,arE 训 ,我们 就 叫 交 做 总 的 理想 子 环 . 

显然 , 太 对 乘法 的 闭合 竹马 包 食 在 条 件 导 ) 中, 所 以 及 的 子 集 
六 成 为 左右 ) 理 想 子 环 的 和 条件, 只 要 它 是 加 群 , 并 且 满 足 条 件 : 当 
dEN, ?ERNHN, ra(ar) EN 和 行 了 . 

概 如 吾 是 可 换 环 ， 那 本 左 ， 右 理想 子 环 及 理想 子 环 的 意义 是 
一 致 的 ,因此 可 换 环 中 ,理想 于 环 就 不 必 区 别 左 与 右 的 了 . 

于 是 豆 中 理想 子 环 友 的 同 余 类 4, 了 的 积 ,我 们 可 以 规定 为 

gb=at. 

显然 总 一 站 对 这 样 规定 的 乘法 是 闭合 的 .再 因为 召 中 元 满足 结 
合 律 .分 配 律 , 所 以 六 的 癌 余 类 也 园 样 满足 结合 律 , 分 配 律 . 因此 
召 一 点 成 末 ， 这 环 我 们 叫做 召 关 于 六 的 同 余 环 .我 们 容易 知道 
如 一 太 的 零 元 就 是 五 的 零 元 0 所 站 的 间 余 类 0。 也 就 是 入 自身 . 
当 召 有 单位 元 时 , e 所 在 的 同 余 类 e, 就 是 一 NN 的 单位 元 。 假 
如 及 是 可 换 , 那 末 辣 余 环 一 入 也 是 可 换 . 

上 译注 意 的 是 ,， 上面 因 为 我 们 希望 齐 的 两 个 回 余 类 的 积 仍 然 是 
如 的 一 个 网 余 类 ， 所 以 要 求 六 是 理想 子 环 ， 这 与 32.3 中 陪 集 
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< 如 ,8 五 的 积 是 陪 集 ob 互 时 ,要 求 吾 是 正规 子 群 的 情形 一 样 . 
上 面 介绍 了 理想 地 环 及 同 余 环 的 概念 ， 现 在 我 们 来 讨论 理想 
子 环 , 
显然 , 环 自 身 是 它 的 理想 子 环 , 巴 做 单位 理想 子 环 ， 只 一 个 堆 
元 也 形成 理想 子 和 杯 ， 叫 做 堆 理 想 子 环 . 由 定义 我 们 容易 得 知 ， 价 
数 环 是 整数 环 Z 的 理想 了 环 ， 在 全 和 矩阵 环 2s 中 ,所 有 形状 象 


2 0 ) 的 矩阵 形成 它 的 左 理 想 子 环 而 不 是 吉 理 根子 环 ， 所 有 形状 
象 (6 ) 的 矩阵 形成 它 的 寿 理 想 子 环 ， 但 不 是 左 理想 子 环 ， 所 有 


形状 象 ( 5。 } 的 矩阵 党 成 82 的 子 环 ,不 是 左 理想 子 环 也 不 是 右 理 
想 子 环 . 

下 面 主 要 荐 理想 子 环 的 形成 . | 

假定 呈 是 可 拷 环 ,4 是 咏 中 一 元 , 那 末 哺 中 所 有 形状 象 
(2) Pn 十 ma， 休 己 导 , nn 是 整数 或 零 ** 
欧元 形成 一 个 理想 子 环 ,叫做 由 元 4 生成 的 理想 于 环 , 用 {g) 甫 示 ， 
这 是 因为 

(rig mg) 一 【raG 十 ?sg) = ri 7 NaC (8), 

PPG HN = PG = ir +nriat (a), 
所 以 (0) 是 理想 子 环 . 

不 难看 出 , 任意 包含 a 的 理想 子 环 都 包含 (8), 因此 我 们 也 说 
(a) 是 包含 4 的 最 小 理想 子 环 ， 又 因为 任意 多 个 理想 子 环 的 交 梨 
仍然 是 一 个 理想 子 环 ， 所 以 人 的 世 是 所 有 包含 的 理想 子 环 的 交 
集 . 

如 晒 吾 又 有 单位 元 5, 那 末 ma= (nja, 于 是 (3 可 以 写成 


利生 不 - 定 是 羡 中 元 ,所以 re 二 ma 不 能 雪 成 fr 十 可 as， 因 为 这 时 7 不 一 定 消 
意义 ， 


0 ee egret e+ ri 
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因此 这 时 (@) 是 由 4 的 一 煞 信 元 ra 形成 的 ， 辟 如 在 整数 环 7 中 ， 
理想 子 环 (m) 就 是 由 m 的 … 切 倍数 香 成 的 .要 注意 的 是 , 由 a 生 
成 的 理 配子 环 (q 是 吾 中 包含 < 的 最 小 理想 子 环 、 当 召 没 有 单位 
元 时 , 所 有 形状 象 re, ?ER, 的 元 显然 也 形成 理想 子 环 ,一般 它 不 
包含 4, 因此 它 不 一 定 基 由 & 牛 成 的 理想 子 环 (a)， 璧 如 在 2/ (12) 
一 也, 5 4, 6, 5，10} 中 ,由 所 有 74, ?EZ/ (12), 形成 的 理想 子 环 
包含 4, 因此 它 与 ( 攻 一 致 , 代 由 所 有 73 形成 的 理想 学 环 就 不 包含 
3, 因此 它 与 ( 引 不 一 致 

同样 ,我 们 又 可 以 定义 由 可 换 环 五 中 有 W 个 元 抽 , gz, …, Gn 生 
成 的 理想 子 环 (a1， as,…, aw) , 它 是 由 所 有 形状 象 


> 十 > Ri ni, Tbe 是 整数 或 零 ， 
的 元 形成 的 ,Ga {ay “人 叫 巩 它 的 生成 元 . 如 果 呈 有 单位 元 ， 
那 未 上 式 丸 可 改写 成 Sra, 


我 们 知道 , 环 及 的 理想 子 环 不 一 定 是 出 一 个 元 生成 的 ， 肝 一 
个 元 生成 的 理想 子 环 ， 吧 做主 理 想 子 环 ， 零 理想 子 环 是 主 理想 子 
环 ,因为 0= (0); 单位 理想 字 环 R, 当 吾 有 单位 元 * 时 也 是 主 理想 
子 环 ， 因 为 ~ (e@) .和 多 项 式 环 8[4] 中 所 有 常数 项 是 个 数 的 多 项 
式 形成 的 理想 子 环 是 由 x, 2 生成 的 理想 子 环 (wz, 2)， 它 不 是 主 理 
想 子 环 . 

假定 吾 是 体 , 交 0 是 瑟 的 左 理想 子 环 , 46 是 中 非 零 的 元 ， 
国 为 ci 一 eE 克 ,所 以 吾 中 任意 元 mr 一 reE 克 ,这 就 是 说 ESEN, 
因此 不 一 如 于 是 体 除 自身 及 零 理 想 子 环 外 ， 没 有 其 他 左 理 起 子 
环 及 右 理想 子 环 . 

反 过 来 , 假如 环 吾 字 0, 除 自身 及 零 理 想 子 环 外 , 它 没有 其 他 左 
或 右 理想 子 环 , 我 们 命 « 是 中 任 一 非 零 元 ， 因 为 a 恕 是 五 的 右 
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理想 子 环 ， 所 以 & 咏 = 有 R 或 4R=0， 如果 及 中 任意 非 零 元 8 都 迁 
合 a8 一 R, 那 末 对 于 马 中 任意 元 5, 方程 4z=5 在 玉 中 有 和 解 ,因此 
忆 成 体 ， 如果 召 中 有 某 非 零 元 se 使 4R=0， 那 末 对 五 中 任意 元 
”我们 有 ar 一 0, 这 时 显然 
0, tae, +29, +, ha, 

形成 五 的 右 理 想 耶 环 ,因此 它 就 是 丸 ， 半 是 五 是 循环 加 群 。 它 只 ， 
有 在 元 数 是 质数 时 才 是 单 群 ， 所 以 中 是 由 质数 p 个 元 0，a， …， 
(p 一 了 a 形成 的 环 。 其 中 任意 两 元 的 乘积 都 是 零 . 字 是 我 们 有 

定理 二 假如 厂 是 非 零 环 , 除 自身 及 零 理想 子 环 外 , 它 没有 其 
地 左 或 右 理 想 子 环 , 那 来 妃 是 体 或 是 元 数 为 质数 的 宕 零 元 环 . 

由 上 面 的 讨论 ,我 们 即 得 

定理 多 非 堆 的 有 单位 元 的 环 , 除 自 身 及 霍 理想 子 环 外 , 没有 
其 好 左 或 右 理 妃 子 环 的 必 旧 充分 条 件 是 : 它 是 体 . 

一 个 环 至 少 有 两 个 理想 子 环 ， 一 个 是 它 自身 一 “单位 理想 子 
环 ,一 个 是 零 理 想 子 环 ， 只 有 这 两 个 理想 子 环 的 环 叫 向 单 纯 环 ,或 
简称 单 环 ， 显 然 体 荐 单 环 ， 由 定理 1， 我 们 又 让 

定理 8 可 换 单 环 是 体 或 是 元 数 为 质数 的 塞 零 元 环 . 

假如 让 是 环 及 的 理想 子 环 ， 那 玉 驴 , 是 全 握 阵 环 忆 , 的 理想 
子 环 ,因此 如 果 忆 是 单 环 , 那 末 马 , 也 是 单 环 ， 上 反 过 来 基本 上 也 成 
立 , 即 假如 五 是 有 单位 元 的 环 , 那 末 爹 矩 阵 环 ,的 任意 理想 子 环 
是 全 和 矩阵 环形。 这 里 下 是 吾 的 理 粗 子 环 a8', 要 注意 的 是 , 这 里 有 
单位 元 是 -- 个 不 可 缺少 的 条 件 ， 假 如 五 没有 单位 元 ,这 定理 就 不 
成 立 , 后 面 $3.6 的 习题 2 是 一 个 明显 的 例 . 

与 汉 弥 尔 焉 群 类 似 , 有 汉 弥 尔 顿 环 ， 一 个 环 ,如 果 它 的 任意 子 
环 都 是 理想 子 环 ， 屠 末 这 环 叫 做 汉 弥 尔 顿 环 ， 辟 如 整数 环 就 是 
汉 弥 尔 顿 环 .， 

最 后 我 们 来 讨论 理想 子 环 与 环 的 关系 ， 正 规 子 群 是 群 的 重要 


下 
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子 群 ,理想 子 环 是 环 的 重要 子 环 , 理想 子 环 在 环 中 地 位 与 正规 子 群 
在 群 中 地 位 类 似 ， 下 面 定 理 更 能 说 明 这 问题 。 这 些 定理 及 它 的 证 
法 与 52.8 中考 不 儿 ,因此 也 可 说 是 $2.5 定理 在 环 中 的 推广 . 

定理 4 披 定 环 玉 与 环 召 同 态 , 召 中 元 < 在 台中 的 象 是 <， 
那 末 R' 的 零 元 0 的 完全 人 象 源 信 是 忆 的 理想 子 环 , 叫做 这 同 态 的 
同 恋 核 , a' 的 完全 象 源 是 同 余 类 4 十 六 . 

证 明 首先, 因为 环 的 同 态 也 是 把 环 看 成 加 群 时 的 同 态 ,所 以 
立 就 是 同 态 核 ， 由 $2.5 定理 2, 我 们 得 知 访 是 加 群 ,并且 o 的 
完全 象 源 是 的 同 余 类 & 十 六 ， 

其 次 , 当 aEAN, ?ER 时 ,我 们 有 4->0, 7 一 ， 于 是 

ra->70'=0, ar=>D'r'—0", 
所 以 re, arE ,这 就 是 说 入 是 号 的 理想 子 环 , 轩 此 定理 得 证 ， 

假如 两 个 环 吾 吾 同 态 ， 即 召 一 中 ， 同 态 核 如 果 是 零 理 想 子 
环 , 那 末 呈 衬 局. 如果 是 单位 理想 子 环 ， 那 未 如 是 零 环 ， 当 号 是 
单 环 时 ， 因 为 是 只 有 零 理 想 子 环 及 单位 理想 子 环 , 所 以 这 时 同 态 
核 访 一 情 或 者 入 0. 因此 好 是 零 环 或 呈 与 六 同 构 ,这 就 是 说 ， 
单 环 的 辐 态 象 是 单 环 或 是 零 环 ， 假 如 BR，B 者 是 体 ， 因 同 态 是 
射 到 豆 上 的 映射 ,所以 这 时 并 =0 因此 R 空 号 。 这 就 是 33.3 中 
所 说 的 体 的 辣 态 是 辣 构 . 

定理 8 假定 六 是 环 训 的 理想 子 环 , 那 来 吕 与 同 余 环 BR 一 N 
同 态 , 也 就 是 说 

RR~R—N, 
同 态 核 就 是 六 ， 

证 明 我 们 把 4a 与 它 所 在 的 蚤 的 同 余 类 5 对 应 , 那 末 这 对 应 

显然 就 是 足 射 到 五 一 站 上 的 跨 射 再 因为 
a+b->athbmatb, ab->abd— 06, 
所 以 R~ 二 一 六 ,因此 定理 得 证 . 
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定理 和 笋 定 环 吾 与 环 BR' 问 态 , 同 态 核 是 下, 屠 

R—NR', - 

征明” 因为 R~R'， 假 定 这 时 的 对 应 是 a->w', 了 是 及 一 订 中 
a 所 在 的 回 余 闫 & 十 玉 ， 由 上 面 定理 4, 我 们 知道 是 a' 前 完全 象 
源 ,假如 我 们 把 与 对 应 , 即 a->4', 显然 这 对 应 下 gf 是 R 一 育 
射 到 B' 上 的 可 逆 映 射 ,并 且 

a F040) m0, 
Sb—ab—>(0b'—0'b’, 
所 以 及 一 并 衬 及 ,因此 定理 成 立 . 

证 是 任意 同 态 象 可 以 看 成 同 余 环 ， 因 此 理想 子 环 能 够 决定 环 
的 所 者 同 态 ,这 是 理想 子 环 也 是 同 余 环 的 一 个 重要 性 质 . 

同 2.5 中 一 样 ， 假 如 环 避 一 吾 , 下 是 同 态 核 ,S 是 至 的 子 
环 , 那 未 及 在 尽 中 的 象 S' 也 是 R' 的 子 环 ,并 且 及 8 ， 同 态 核 是 
访 门 六 ,因此 

S— {SNN) SS", 
当 8 一 站 时 ， 
六 一 商社 六 


习 题 3.6 


1， 假设 请 是 及 有 偶数 形成 的 偶数 环 , 试 证 所 有 形状 象 和 a(ae RR) 的 数 形 
成 一 个 理想 子 环 4, 它 是 否 是 主 理 想 千 环 ?假如 只 是 整数 环 ,4 又 怎样 
2. 假定 忆 是 偶数 环 , 试 证 所 有 形状 参 ( 4) 的 短 阵 , 这 里 ab，0, 部 
是 侦 数 , 形成 全 知 阵 环 Es 的 理想 子 环 . 
让 ， 试 证 同 态 ~ 色 是 网 父 的 必 有 充分 条 件 苞 它 的 周 态 核 N 一 0. 
4. 假定 六 是 环 呈 的 理想 疗 环 如 碰 旬 是 正则 理想 和子 环 ( 妥 对 于 态 中 任 
意 元 o, 吾 中 有 元 ee 使 es aaes=aCN)). 那 未 同 余 环 吾 -和 有 单位 元 . 
5，(z, 为 在 2[ 加 中 水 是 主 理想 子 环 , 但 在 QEs] 中 则 是 , 如何 证 明 ? 这 
电 吕 是 有 理 数 体 ， 


eu 
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各 ， 所 有 形状 象 q+ ifn, 是 整数 ) 的 复数 形成 一 个 坏 ， 包 做 高 斯 数 环 . 
试 证 2[x] 一 tw? 十 1) 与 高 斯 数 环 同 怕 ,这 里 2 是 整 数 环 . 

?7, 假定 8 是 环 的 子 环 , 如 是 五 的 理想 子 环 ， 并 且 SNnN 一 0, 试 证 同 
余 环 -NN 中 有 与 号 间 村 的 子 环 . 

8. 假定 3 是 整数 环 ,bp 是 质数 , 试 证 一 CP" 中 任意 非 零 的 理想 子 怀 也 
含 5"!, 也 就 是 说 , 乡 一 <p") 中 所 有 非 零 理想 子 环 的 交 异 于 零 . 

9. 假定 忆 吓 元 数 大 于 1 的 整 环 ， 关 和 且 只 包含 有 穷 个 理想 子 环 ， 那 末 民 


是 体 . 
10. 试 证 单 环 有 单位 苑 时 中 心 是 体 , 浸 有 单位 元 时 ,中心 是 零 。 


8$ 3.7 理想 子 环 的 运算 


上 节 我 们 介绍 了 理想 子 环 及 它 的 特性 ， 这 节 我 们 来 介绍 它 的 
假定 4，B 是 环 及 的 理想 子 环 , 那 末 所 有 形状 象 4 十 5, ecE 4， 
PE 了 吾 了 的 元 的 集 ， 世 就 是 它们 的 和 (4，B) (52.3), 是 只 和 的 理想 子 
环 ,叫做 理想 子 环 4 BB 的 和 .显然 ， 
(4, By = (B, 4), 


并 且 《4 BB, OO =(4, (B, 0))=(4, B, OO. 
同和 的 情形 不 一 样 ,所 有 形状 象 
ap, uaEA, BEB 


的 元 的 集 不 能 形成 为 上 的 理想 子 环 ,譬如 4= (x, 坊 ,，B= 人 了 
是 多 项 式 环 [ws, 叫 的 理想 节 环 ,到 入 是 形状 象 08 的 元 ,但 x* 一 
多 就 不 能 写成 gp 的 形状 . 因此 我 们 来 考 虚 所 有 有 穷 个 旋 到 的 和 
| Sab mEA, EB 
的 集合 , 这 时 因为 
Dob Zubiaht Em by 
Tad Era bs, " 


~ 
一 ee 
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所 以 这 个 集成 为 忆 的 理想 子 环 ,叫做 4, B 的 积 , 用 .4 来 表示 . 

艾 如 在 识 数 环 Z 中 ,如 果 4 一 (12), 五 = (21) , 屠 末 (4, B) 一 
(8), AB = (262). 

尘 和 并 一 < 囊 = (站 时 , 显 热 (4, 一 (, 们 , 4B= (la) ,一 
般 , 假 如 44 一 (qr, …， gm) ，B 一 (5,,…, bw), 那 末 

(A, B) = (qr em 机， bi), 

AB= tad, oo, iby 7 Gmbn). 
这 就 是 说 , 如 果 4, B 是 分 别 册 as 5 一 二 on 9 
生成 的 理 息 于 环 , 那 末 (4, B) 是 由 so 5; 生成 的 理想 子 环 ,AB 是 
由 a5; 生成 的 理想 子 环 . 

技 然 ,好 4S4， 48E 4, 如 果 吾 有 单位 元 , 那 林 4AERR4, 4 三 
A4R, 于 是 RA 一 4R4， 因 此 己 是 理想 子 环 的 先 法 单位 ,这 也 就 
是 五所 以 叫 敌 单 位 理想 于 环 的 一 原因 . 

加 普通 乘积 的 意义 -一样 ， 忌 的 理想 子 环 4 的 nn 来 曼 4" 的 意 
义 是 用 下 式 来 规定 

Al=A, Ai—AAd", nn 是正 整 数 . 
为 了 上 方便， 我们 又 常常 把 4 写成 责 即 4e 一 吾 ， 当 4 一 4 时 ，4 
叫做 圭 等 理想 子 环 ， 当 4 一 0 时 ，4 虽 做 畴 者 理想 子 环 ， 这 时 4 
中 任意 % 个 元 的 聚积 者 是 0， 因 此 任意 元 都 是 筹 零 元 、 任 意 元 痢 
是 军 零 元 的 理想 和子 环 ， 叫 做 茵 零 元 理想 子 环 ， 所 以 窒 零 理想 子 环 
是 短 零 元 环 想 子 环 , 但 反 过 来 不 一 定 成 立 , 

我 们 容易 知道 ,8 8.1 定理 芋 中 可 换 环 的 理想 子 环 是 宕 霍 元 理 
想 子 环 , 但 不 一 定 是 竺 零 理 旭 子 环 ， 

由 定义 ,我 们 容易 知道 

(AB)C— ACBO), 
即 对 乘法 , 理想 子 环 的 结合 律 成 立 ， 再 因为 4(B, 0) 中 任意 元 
Ebon — Padit TD Gos 
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在 (4B, 40) 中 ; 反 过 来 , (4B，40) 中 任意 元 
Dodit Bam hut) + Ot 

叉 在 4(B, 信 中 :所 以 

AtB, 0 = (A4B, AO). 

假如 五 是 可 搁 环 , 那 末 

AB= Bd, 
这 就 是 说 ， 在 可 摸 环 中 ， 理 想 子 环 对 琵 法 的 交换 律 成 立 ， 但 消去 
律 不 成 立 , 即 由 4 如 一 4C， 不 一 定 有 于 =C， 璧 如 在 由 所 有 形状 得 
4 十 806M 一 Bla, 5 是 整数 或 零 ) 的 数 形 成 的 环 中 ,4 ~ (3, 3 一 5)) 
B=(3), 显然 4B, 但 
A= (9, 9 一 5， —45) = (3, 3v—B) (3) = AB. 

我 们 知道 在 整数 环 Z 中 ,可 果 aE (5), 那 束 &=0(5)， 也 就 是 
orb, 即 4 能 够 被 5 整除， 现在 我 们 把 这 概念 来 推广 . 

假定 是 晴 的 理想 子 环 ,如 果 4aEB， 肥 a=0(B), 我 们 就 说 
a 能够 被 理想 子 环 B 整除 ， 当 型 想 子 环 4 中 任意 元 能 够 被 召 整 
除 , 即 4 全 8, 也 就 是 4 三 0(B) 时 , 我 们 就 说 4 能 够 被 B 整除 ,， 这 
时 B 叫做 4 的 约 理想 子 环 ，4 叫做 BB 的 倍 理 柱 子 环 ， 要 注意 的 
是 ,在 整数 中 约 数 不 能 大 于 俯 数 , 但 在 环 中 , 约 理想 子 环 是 包 会 售 . 
理想 子 环 的 、 假 如 我 们 把 约 理解 为 包含 , 倍 理 解 为 被 包含 , 那 末 约 
理想 子 环 与 倍 理 筷子 环 的 关系 就 容易 认识 而 不 致 混 少 不 清 了 . 

环 召 中 任意 理想 子 环 都 包含 霍 理想 子 环 , 因此 零 理 想 子 环 是 
任意 理想 子 环 的 倍 埋 想 子 环 ， 单 位 理想 子 环 巨 包 含 任意 理想 子 
环 , 因此 吾 是 任 一 理想 子 环 的 约 理 想 子 环 , 即 玉 能 整除 任意 理 息 
子 环 ， 在 整数 中 , 一 1, 1 能够 整除 任意 副 数 ,在 这 点 上 , 怕 与 一 1,1 
非常 潜伏 , 这 是 我 们 叫 天敌 单位 建 概 子 环 的 另 一 原 琴 . 

显然 ， 忍 的 理想 子 环 4, 召 的 和 (4, 月 基 4, B 的 约 理想 了 
环 , 因 此 (4, B) 是 4, 旦 的 公约 理想 子 环 ， 但 是 4, 召 的 任 一 公约 
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理想 子 环 都 是 td, BB) 的 约 理 想 子 环 ， 所 以 4, 日) 是 要 4, 吾 的 最 大 
公约 理想 子 环 ， 

假如 环 号 有 单位 元 ,如果 (和,，B) = 五 , 那 末 4, 吾 除 有 召 外 没有 
公约 理想 子 环 ， 因 此 我 们 叫 4. 召 做 互 质 . 这 时 吾 中 任意 元 可以 
写成 4, 吾 中 元 的 和 . 辟 如 在 束 数 环 中 , 由 两 个 互 质 的 效 生 成 的 两 
个 理想 子 环 是 互 质 的 . 任意 整数 也 疝 写 成 这 两 个 质数 的 全数 的 和 和 ， 

同样 ， 我 们 知道 人间 B 是 旭 , B 的 公 入 理想 子 环 , 并 且 4, 8B 
的 会 倍 理想 子 环 都 是 4 站 8 的 以 娃 想 子 环 ， 所 以 万 介 吕 是 4, B 的 
最 小 公 倍 理想 子 环 . 

再 因为 48 竹内，4 如 条 问 , 所 以 A4B 生 4 们 B, 这 就 是 说 , 4， B 
的 乘积 AB 是 它们 的 最 小 公 倍 理想 子 环 的 倍 理想 子 环 . 

我 们 容易 知道 ， 两 个 整数 的 最 小 从 倍 与 最 大 公约 的 乘积 等 于 
这 两 个 整数 的 乘积 , 因此 在 整数 环 中 , 理想 子 环 4, 召 的 最 小 公 倍 
才 间 BB 与 它们 的 最 太公 约 (下 的 滋 积 等 于 它们 的 滋 积 483， 即 
(AN BB) (4, 一 4B, 但 在 一 般 可 换 环 中 ,我 们 只 能 有 

CANBY tA, BEAB, 

这 是 因为 

(CANB) (4, B= (ANBA, (4N BB)E (CBA, AB) 

AB. 

当 4, BB 是 互 质 的 理想 子 坏 ， 寺 (4, 纪 一 吾 时 ， 那 来 48 一 
才 门 瑟 ， 也 就 是 说 ， 这 时 44, 召 的 乘积 就 是 它们 的 最 小 公 们 理想 车 
环 ， 

下 出 我 们 来 介绍 在 一 般 可 换 环 中 理想 子 环 商 的 概念 . 

假定 4, B 是 训 换 环 呈 的 理想 子 环 ， 那 末 吾 中 所 有 适合 

rB=0(A) 

的 元 ” 形 感召 的 理想 子 环 , 叫做 4, B 的 商 "”， 用 记号 4; 吾 来 表 
示 . 这 是 因 为 ,如 里 7 7s 适合 上 式 , 显然 二 一 Xz 以 及 ays 世 都 适 
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会 上 式 , 这 里 7 是 所 中 任意 元 - 
由 定义 我 们 容易 知道 
AE=A:B, (A:BYBEA, 
再 
f4:BIO=-(d:O :B= A:BO, 
ACB, OO ={Ad: DN(A:O. 
此 外 我 们 又 有 
Can NA) :B= (A1:B) mn (An: B), 
即 (NAY :B=N (CA:B, j=1, ,Wh 


这 是 因为 由 于 站 4， 就 有 YBE 4 4 一 4,…*, 9， 反 过 来 也 成 
全 . 
在 整数 环 中 , (a)，( 姑 0 的 商 (2) : 6) 可 以 这 样 来 求 得 ,人 先 把 
分 解 因 子 ,再 及 去 其 中 能 驶 整除 5 的 因子 , 剩 下 的 煞 如 果 是 c, 那 
未 (3) 40 一 (中, 辟 如 
(12) :C3) = (DD, 12) :2D = {4), (12): (8 = (12. 
又 因为 这 时 。 就 是 4, 5 的 最 大 公约 数 (a, 纺 除 e 得 到 的 商 ， 所 以 
我 们 又 有 (中: (9) = (a): (a, 5) 这 性 质 在 一 般 可 换 环 中 也 能 够 
成 立 , 即 
A:B~A:(4, B), 
这 是 因为 
A:(4, BY (A:AIN (AB SBN (GA:B) = A:B. 
我 们 知道 44 生 4: 有 E 吾 妆 呈 后 4 时 ， 吾 中 任意 元 7 都 适合 
75 二 008) 三 0(4) ,因此 这 时 4:B 二 RR， 
当 4, 了 是 互 质 理想 了 于 环 时 ,我 们 有 
A:B-4, 五 :4 一 也 
这 是 因为 , 假定 4: 了 一 局 那 末 CBE4, 因此 (08, 4) =4， 再 因 
为 C4, 已 一 总 ,所 以 


理 转 子 环 的 过 算 的 
(0, A}= {0, A) (4, B=(04, A OB, AB) 
(0B, A} =A, | 

于 是 CE4， 即 4: 了 BE4， 所 以 44: 瑟 一 4 同样 ， 我 们 可 以 证 明 
B:A=B. 

要 注意 的 是 ， 上 面 这 性 质 的 北 是 不 成 立 的 .。 璧 如 在 多 项 式 环 
ZLe, Wj 中 , (2) : (9) (二 一 (但 他, zDD. 

假如 至 是 非 可 换 环 , 4、 百 是 吾 的 理想 子 环 ， 那 来 吾 中 所 有 
适合 


B=0{4) (Br=0(4)) 
的 元 7 形成 下 的 理想 子 环 ,叫做 4 如 的 右 ( 堪 ) 商 , 用 记号 (4:B)g 
《(4: 芍 中 表示 。 园 上 面 一 样 ,我们 容易 得 知 
AE (A:B}z, (4:B)r*BEA, 
CCA:B)R:O) ko (C4: BOYE, 
(CA:(B, ON p= CA:B)rN (A:0) a, 
读者 试 根据 定义 加 以 验证 . 


习 题 3.7 


1， 冰 下 列 各 商 : 
(6): (9), (0): 及，(3):(9)。 
23. 假定 4, 8, C 是 环 五 的 理想 子 环 , 8 刁 0, 试 证 
CAEBA, A:BEA:C, 
3， 试 证 下 鹿 三 个 关系 假如 有 -个 成 立 , 那 示 其余 随 个 也 都 成 立 ， 
(iy A4:B=A, 1:0:=A,， il) 4: (B00 -4, (iay :BC 一 委 . 
4， 假设 4; 上 是 玉 数 ，4 是 8 的 最 大 公约 ， mw 是 器 的 最 小 公 税 ,有 即 
am 宙 二 [a,b]， 4 一 (0), B 一 (是 整数 环 2 的 理想 三 环 , 试 证 : 
i b=ed, ANMB=(m), 
3， 侵 如 旦 ,(' 部 与 4 互 质 , 屠 末 BC 及 BNG 都 与 4 互 奈 . 
6. 假定 41，43, …， 4 是 环 忆 中 两 两 互 质 的 % 个 理想 子 环 , 试 证 
ar .4 一 dan4an -Tid 
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$ 3.8 极 大 理想 笠 环 , 质 理想 子 环 


这 节 我 们 生 要 是 介绍 两 个 特殊 的 理想 子 环 ， 它 们 在 研究 环 时 
都 占 重要 地 位 . 

我 们 知道 ， 环 的 任 -理想 子 环 在 环 中 至 少 有 两 个 理想 子 环 是 
它 的 包含 集 , 一 个 就 是 它 自身 , 一 个 是 单位 理想 子 环 ， 一 般 , 除 这 
两 个 理想 子 环 外 ,可 能 还 有 其 他 包含 它 的 理想 子 环 . 

” 定义 假定 四 是 五 的 理想 子 环 ,如 果 及 中 除 久 自身 及 单位 
理想 子 环 及 外 ， 不 再 有 其 他 包含 术 的 理想 子 环 ， 那 末 请 就 叫做 
召 的 极 大 理想 子 环 . 

因此 极 大 理想 子 环 除 自身 及 单位 理想 子 环 是 它 的 约 理想 于 环 
外 ,不 再 有 其 他 约 理想 子 环 ,所 以 我 们 又 呀 极 大 理想 子 环 做 无 因子 
理想 子 环 . 

单位 理想 子 环 娩 然 是 极 大 理想 子 环 ， 在 整数 环 多 中, 由 质数 
生成 的 主 理想 子 环 (2) 也 是 极 大 理想 子 环 ， 这 基因 为 , 假如 理想 
于 环 访 二 (p), 那 就 有 一 整数 aE WN, 但 到 ( 们 ,也 就 是 说 ， 玉 中 有 
不 是 p 的 倍数 的 数 «, 因 此 a, p 互 质 , 于 是 有 两 整数 r，s 存在 , 使 
ra 二 8D 一 1, 但 ?4aEN sDE (Dp), 因 寺 1EN, 所 以 六 ~ 多, 这 就 是 
说 ( 力 除 了 自身 外 , 只 有 单位 理想 子 环 是 它 的 包含 集 , 记 以 它 是 极 
大 理想 子 环 . 

由 §3.2, 我 们 还 知道 2 一 () 是 体 ,也 就 是 说 ,整数 环 Z 关于 
极 大 理想 子 环 (办 的 同 余 环 Z (p) 是 体 ， 反 过 来 ， 假 如 2 一 (p) 
是 体 , 那 未 Pp 基 质数 , 于 是 (他 是 极 大 理想 子 环 .因此 (由 是 丈 的 
极 大 理想 了 于 环 的 必要 充分 条 件 是 2 (四 是 体 ， 一 般 在 可 换 环 中 ， 
这 性 质 也 能 够 成 立 , 即 

定理 1 有 单位 元 可 换 环 及 的 理 粮 子 环 请 (~*R) 是 极 大 理想 


和 
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子 环 的 必要 充分 条 件 是 ; 同 余 环 吾 一 六 成 为 体 . 

证 明 假如 冯 是 极 大 理想 子 环 , 由 %2.1 定理 3, 我 们 内 要 证 
明 对 于 BB 一 六 中 任意 元 8 天 0, 五 ,方程 

"art=b 

在 同 余 环 BB 一 入 中 有 解 , 那 末 如 一 六 就 是 体 了 .因为 28 一 下 可 以 
写成 az=5(W), 所 以 我 们 就 有 有 5=az+n, 因此 只 要 能 够 把 5 写成 
56=ar+n, ?ER, nEN 和 行 了 ,我 们 知道 47 十 nE ((q) ,入 ), 因为 
&E ko, 而 4EA 所 以 六 CCAD), 站)， 但 六 是 楼 大 理想 子 环 , 所 
内 Co), 入) 一 RR， 因 为 有 单位 元 ,所 以 (la), 加 中 任意 元 可 以 
写成 ar 十 %, 也 就 是 说 ,五 中 任意 元 可 以 写成 ar 十 n, 即 b=ar 十 nn， 
因此 5=2r 一 W， 于 是 R 一 和 是 体 , 所 以 条 件 的 必要 性 成 立 . 

再 假定 召 一 去 是 体 ， 邵 果 理 想 子 环 4 室 入， 我们 只 要 和 证明 
人 一 恒 ， 也 就 是 说 ， 只 要 证 明 吾 中 任意 元 了 E 半 就 行 了 。 假 定 4E 
4, 但 声 育 , 因为 一 入 是 体 ,所以 方程 

ar=b 

在 避 一 NN 中 有 和 解 , 于 是 同 余 式 sz= 一 8) 在 五 中 有 解 ， 因 此 az 一 
btT%。 但 az 和 44, nnEA， 所 以 b=0(4), 这 就 是 说 , RR 中 任意 元 8 
都 在 4 中 ,因此 有 4= 瑟 .所 以 条 件 的 充分 性 成 立 ,因此 定理 得 证 . 

上 面 的 定理 虽然 是 理想 子 环 六 是 极 大 的 必要 充分 条 件 , 但 同 
时 也 是 间 余 环 吾 一 不 成 体 的 必要 充分 条 件 ， 要 注意 前 是 ， 这 时 五 
有 单位 元 ,假如 有 琶 没有 有 单位 元 ,上 定理 的 充分 条 忻 也 能 成 立 ， 但 必 
让 条 忻 就 不 一 定 能 够 成 立 了 .， 辟 如 在 所 有 偶数 形成 的 偶数 环 尽 
中 , ( 攻 是 极 太 理 筷 子 环 ,这 是 因为 ,假如 (各 CN, a€EN, 但 EE (4)， 
那 末 4, & 的 最 大公 约 数 是 2， 因 此 2=47 十 sm， 这 里 7, 8 是 整数 . 
于 是 2E 六 ,所 以 友 一 3， 这 就 是 说 ( 仿 除 直 身 及 号 外 , 没有 其 他 的 
理想 子 环 , 町 此 (二 是 极 大 理想 子 环 . 但 邮 三 0(d4)， 2¥=0(4), 所 以 
六 一 (4) 中 有 和 净 堆 元 , 因此 它 不 成 为 体 . 
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假如 吾 是 一 般 非 可 换 环 , 上 定理 中 充分 条 件 也 能 驶 成 立 ， 但 
必要 条 件 就 不 再 成 立 了 . 

下 曾 我 们 再 来 介绍 可 换 环 的 另 一 个 重要 理想 子 环 . 

我 们 知道 在 整数 环 中 , 质数 除 自身 及 工 ( 包 括 正 、 负 ) 外 , 不 再 
有 其 他 约 数 ,在 这 点 上 , 极 大 理想 子 环 与 质数 类 似 ， 再 两 个 整数 的 
积 , 如 果 能 够 用 一 个 质数 整除 , 那 末 这 两 个 整数 中 至 少 有 一 个 能 名 
用 这 质数 整除 ， 这 是 质数 的 一 个 基本 人 性质 ， 极 大 理想 子 环 不 一 定 
都 有 这 类 似 性 质 ,但 是 环 中 有 的 理想 子 环 确 具 有 这 性 质 . 

定义 可 换 环 只 的 理想 子 环 P， 当 有 呈 中 两 元 a, 5 的 积 a8 
在 卫 中 时 , &, 5 中 至 少 有 一 元 在 了 中, 也 就 是 说 当 ab=0(P) 时 ， 

t= 二 0{P) 碟 5 二 0(P)， 

那 未 王 吉 做 五 的 质 理想 子 环 ， 

单位 理想 子 环 召 是 质 理想 子 环 ， 因 为 对 于 中 任意 元 4， 这 
时 都 有 as=Q(R) ， 前 面 乡 的 主 理想 子 环 (go) 也 是 质 理想 子 环 ， 这 
是 因为 , 如果 02 二 0(), 那 末 o2 一 mp, 因此 6, 五 中 必 有 一 数 能 够 
用 了 整除 , 即 s 反 0(2) 或 5 址 0(p)， 

显然 ， 可 换 环 尾 的 任 一 质 理想 子 环 包 含 呈 中 所 有 的 筹 零 元 ， 
但 五 中 所 有 器 零 元 形成 的 理想 子 环 不 一 定 是 质 理想 子 环 ， 餐 如 
一 《8) 中 所 有 短 零 元 全 , 3, 4, 合 形 成 质 理想 子 环 , 但 2 一 (6) 中 
只 有 零 元 是 籍 零 元 , 这 时 零 子 坏 不 是 质 理想 子 环 . 

假如 召 是 整 环 , 那 米 零 子 环 是 质 理 想 子 环 ， 这 是 因为 当 qb 一 
0 时 ,a, 5 中 必 有 一 为 0, 即 a=0 或 5=0， 反 过 来 ,假如 可 斤 环 愉 
的 零 子 环 是 质 理想 子 环 , 那 末 尽 是 整 环 , 因此, 零 子 环 是 质 理想 子 
环 的 必 放 充分 条 件 是 RR 为 整 环 ， 一 般 , 我们 有 

定理 多 可 换 环 B 中 理想 子 环卫 是 质 理 想 子 环 的 必要 充分 
条 件 是 , 同 余 环 一 了 为 整 环 . 

证 明 假如 卫 是 质 理想 子 环 , 因为 卫 是 理想 子 环 ,所 以 召 一 已 
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成 环 ,再 由 哎 = 机 我 们 就 得 到 ap=0(P)， 因 此 

a=0(P) 或 50 人， 
于 是 5 一 和 或 互 一 有 所 以 一 是 无 零 因子 环 ,二 此 它 基 整 环 . 

反 过 来 ,假如 忆 一 卫 是 整 环 ,由 06 二 0CP), 我 们 就 得 到 

: 25 =U, 
于 是 5 一 0 或 3 一 0, 内 此 4==0LP) 或 8 寺 0LPY 让 过 过 是 质 理想 子 
环 , 于 是 定理 得 证 . 

变 注 意 的 是 ,在 有 单位 元 的 可 摸 环 再, 徐 天 型 芥子 环 是 质 理 想 
子 环 ,但 它 的 逆 不 成 立 , 即 质 理想 子 环 不 一 定 都 是 极 大 的 。 璧 如 在 
整数 环 3 中 , 零 理想 子 环 是 质 理 想 子 环 ， 显 然 它 不 是 极 大 理想 子 
环 ， 又 如 在 多 项 式 环 多 [oj 中 ，(z) 是 质 理想 子 环 , 但 (2) 二 (2 加 
这 2[x1, 因 此 它 也 不 是 极 大 理想 子 环 . 

再 在 没有 单位 元 的 可 换 环 中 ， 极 大 理想 子 环 不 一 定 是 质 理 想 
子 环 . 譬如 前 面 的 (4) 就 是 日 的 极 大 理想 子 环 ,但 不 是 质 理想 子 环 . 

上 面 所 说 的 环 是 可 换 环 , 关于 一 般 环 , 极 天 理想 子 环 的 概念 仍 
如 定义 1， 这 时 定理 1 中 充分 条 件 也 成 立 , 即 假如 一 是 体 , 那 
术 久 是 极 大 理想 于 环 . 

关于 质 理 想 子 环 , 1949 年 老 刑 给 出 如 下 定义 。 

定义 3 假如 也是 吾 的 理想 子 环 ， 对 吾 中 任 商 个 理 邦 子 环 

妃 , 了 ， 如 果 它 们 的 积 4B=0(P) 时 ， 我 们 就 有 4=0(CP) 或 五 = 
0(P), 那 末 卫 呀 做 质 理 想 子 环 ， 

当 呈 是 可 换 环 时 ,如 果 卫 是 质 理想 子 环 , 从 a3= 二 0CP)， 我 他 
就 有 {9) (中) 二 0(P), 所 以 (8) 二 0 或 (8) 二 0， 内 此 a=0( 也 ) 或 ?= 
0(P) ,这 谣 是 说 ,定义 2 是 这 定义 的 特例 . 

1956 第 生 兹 (A. D. Sands) 证 明了 这 样 的 定理 ， 假 定 卫 是 环 
呈 的 质 理 想 子 环 , 那 末了 是 全 矩阵 环 BB 的 质 理想 子 环 ， 反 过 来 ， 
五 .的 质 理想 子 环 是 己 , 这 蜂王 是 五 的 质 理想 子 环 ， 再 假如 浆 是 
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呈 的 极 大 理想 子 环 , 如 果 访 又 是 BR 的 质 理想 子 环 ， 那 末 ,是 豆 ， 
的 极 大 理想 子 环 后 . 

一 个 环 如 果 它 的 零 子 环 是 质 理想 子 环 , 者 珂 叫 它 做 质 环 , 因 迪 
可 换 质 环 是 整 环 "". 再 假定 马 是 有 单位 元 的 环 , 全 秆 阵 环 成, 是 
质 环 的 必要 充分 条 人 忻 是 召 是 质 环 ”…. 

假如 三 是 坏 吾 的 质 理想 了 环 ， 显然 吾 - 卫 是 质 环 .此 外 , 环 
吾 是 质 环 的 必 划 充分 条 件 是 ; 如 果 五 2s 一 0, 那 末 五 一 0 或 ,一 
这 里 五 ,zs 是 如 的 去 理想 子 环 . 再 五 是 质 环 的 必要 充分 条 件 是 : 
左 零 化 如 的 左 理 想 子 环 的 左 理想 子 环 是 零 理 想 子 环 ， 这 些 都 是 
质 环 的 基本 性 质 "”. 质 环 是 一 类 重要 的 环 , 很 名 环 的 构造 可 以 出 
它 来 决定 ,只 居 量 前 质 环 本 身 的 构造 还 不 清楚 


习 题 3.8 


ta 假设 鱼 为 有 理 数 体 , 那 末 名 [72] 中 ww) 是 否 是 极 大 子 理 想 子 环 ? 

2 试 证 C2) ,12, 2 都 是 [XY] 的 质 理 想 于 环 。 . 

3.s 在 高 斯 数 环 中 ,理想 了 环 (3), (1 二 + 和 是否 都 是 质 理 想 子 环 ? 

4 假设 总 是 环 豆 的 理想 子 环 . 世 是 民 R 中 所 有 趟 在 中 的 元 的 集合 , i 
证 卫 是 质 理 想 子 环 的 必要 完 分 条 忻 是 龟 对 于 乘法 成 半 群 , 

Sg 假定 4 是 环 嘴 的 理想 子 环 ,三 是 环 4 的 质 理 想 子 环 , 并 且 了 和 44, 旗 
证 五 是 展 的 理想 子 环 . 

6， 假 没 环 B=- 襄 , 试 证 五 的 极 大 理想 子 环 也 是 它 的 质 理想 子 环 . 

?7. 人 很 定 闪 是 环 瑟 的 理想 和 子 下, 试 证 中 一 入 成体 的 必要 充分 条 人 忻 是 

《1) NW 是 极 人 理想 子 环 ， (3) 如 果 澡 三 DN), 那 未 X=0CN). 

3， 还 下 的 理想 子 环 六 是 极 六 理想 子 环 的 必要 充分 人 条件 是 同 余 环 R 一 NN. 

是 单 环 。 


$ .3.9 。” 主 理想 子 环 环 中 元 素 的 因子 分 解 
在 整数 环 中 ,任意 整数 除 因子 的 顺序 外 , 可 以 一 意 分 解 为 质 因 
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子 的 乘积 , 也 就 是 说 质 因子 分 解 是 一 意 的 . 这 是 一 个 重要 定理 ， 我 
们 要 问 在 任意 环 中 ， 这 定理 能 否 成 立 9 现在 我 们 只 在 可 换 主 理想 
子 环 环 中 来 讨论 这 间 题 ,这 问题 假如 在 主 理想 子 环 环 中 解决 了 , 那 
未 它 也 就 基本 上 解决 了 . . 

定义 1 有 单位 元 的 整 环 ， 如 果 其 中 任意 理想 子 环 都 是 主 理 
想 子 环 ,就 叫做 主 理想 长 球 是 . 

我 们 先 给 出 下 面 一 些 重要 的 主 理想 子 环 环 ， 

定理 1 整数 环 2 是 主 理想 子 环 环 . 

证 明 ”因为 整数 环 YZ 是 有 单位 元 的 整 环 , 我 们 只 要 证 明 其 中 
任 一 理想 对 环 玉 是 主 理想 子 环 就 行 了 . 

假如 叉 一 0， 显然 它 是 主 理想 子 环 ， 假 如 入 了 0， 那 末 它 就 合 
有 一 整数 cx0, 因此 它 也 含有 整数 一 6, 所 以 访 含有 正 整 数 . 现在 
假定 六 中 记 含 前 最 小 正 整数 是 a, 如 果 我 们 能 够 证 明 W 中 任意 数 
5 都 是 a 的 倍数 ， 即 5 一 ga， 那 末 术 = (@)， 因 此 六 就 是 主 理 想 子 
环 了 . 

假定 5 用 & 队 ,我 们 就 有 

p= 二 +7, OR 
因为 BEN, aEN, 记 以 
r=0—gaEN, 

但 5 是 丈 中 最 小 正 整数 ,所 以 =0, 因 此 8 一 9%e, 于 是 定理 得 证 . 

多 项 式 环 Ze] 虽然 也 是 有 单位 元 的 整 环 ,但 由 入 3.6, 我 们 得 
知 它 的 理想 子 环 不 都 是 主 理想 子 环 ,因此 它 不 是 证 理想 于 环 环 . 

定理 名 假定 了 是 可 换 体 , 那 未 多 项 式 环 丈 [四 是 主 理 想 子 环 
环 ， 

证 明 ”首先 ,因为 五 的 单位 元 1 也 是 下 [zw] 的 单位 元 , 又 天 也 
是 可 换 体 , 自 $3.5 定理 , 下 [2] 是 整 环 ， 因 此 FP[z] 是 有 单位 元 的 
整 环 ， 
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青 , 假定 访 了 0 是 将 [si 的 理 配子 环 , 9(w) 是 育 中 次 数 最 低 前 
一 个 多 项 式 , 那 末 术 中 尾 一 多 项 式 了 lw) 我们 可 以 引用 网 民法 式 把 
它 写成 

fm) = (2) 9{0) +r (0), 
这 里 7(w) 是 零 元 或 者 它 的 次 数 小 于 gz) 的 次 数 ， 癌 上面 定理 的 
证 明 -. 样 ， 我 们 有 (可 一 0， 所 以 下 是 主 理 想 子 环 ， 因 此 定理 得 

下 面 我 们 再 给 出 一 类 重要 的 主 理想 子 环 环 ， 

假定 五 是 整 环 , 如 果 对 于 其 中 任意 非 零 的 元 5， 有 整数 o (a) 
> 并 且 对 于 BR 中 任意 元 40, 8, 在 尾 中 有 适合 欧 氏 法 式 

= 天 0 
的 元 9, ?; 这 里 + 一 0 或 olr) <o(g)， 屠 来 甩 伸 向 欧 凡 里 得 环 ,或 
简称 为 欧 氏 环 ， 

显然 ,整数 环 必 是 欧 氏 环 ,因为 我 们 可 以 取 e(e)y ~ |e|; 此 外 ， 
多 项 式 环 了 [x] 也 是 欧 氏 环 , 因为 我 们 可 以 取 fffe) ) = 了 (2) 的 次 
数 . 

定理 38 网 氏 环 是 主 理想 子 环 环 ， 

证 明 ”假定 因 0 是 欧 民 环 吾 的 理想 子 环 ,e 是 站 中 ef 四 最 
小 的 -元 , 同 定理 工 的 证 明 一 样 ,引用 欧 氏 尘 式 我 们 很 容易 知道 并 
中 任意 元 5 是 a 的 售 元 , 即 5 一 ga, 因 班 浆 =.(a)， 这 就 是 说 , 吾 中 
任意 理想 子 环 都 是 主 理想 子 环 ， 再 我 们 命 RB 一 (7)， 由 上 面 的 证 
明 , 我 们 得 知 召 中 任意 元 可 以 写成 gr, 因此 7 自身 也 是 如 此 ， 假 
如 ?一 or, 那 末 对 于 召 中 任意 元 gs 一 凶 ， 我 们 有 四 一 egy 一 8, 于 是 
是 吾 的 单位 元 ， 这 就 是 说 晴 是 有 单位 元 的 整 环 ， 所 以 呈 是 主 理 
想 于 环 环 ,因此 定理 得 证 . . 

要 注意 的 是 这 定理 的 逆 是 不 成 立 的 , 也 就 是 说 , 主 理想 子 环 环 
不 一 定 是 欧 氏 环 。 1949 年 马 士 青 (T. 8. Matzkin》 曾 给 了 一 个 例 
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来 说 明 这 问题 , 读者 可 参考 原始 资料 [20]. 

现在 我 们 来 讨论 耳 子 分 解 问 题 ， 首先 我 们 规定 玫 个 基本 概 
念 ， 它们 都 与 整数 环 中 的 类 似 . 

假定 鼠 是 有 单位 元 。 的 整 环 ， 其 中 有 的 元 有 逆 元 ， 有 的 元 没 
“有 道 元 ,可 道 元 是 有 闭 元 的 元 元 # 如 果 可 以 写成 

人 
就 叫 构 & 的 因子 分 解 ,， 六 明知 Ga 的 因子 , 也 叫做 的 约 元 , 4 又 虽 
做 的 倍 元 .这 时 我 们 又 说 4 可 以 用 7 整除， 显然 , 4 可 以 写成 
a—as—{(—0)(—e) —a{(—e) (—e) 
等 等 ,更 一 般 地 , 如果 是 县 中 可 道 元 , 它 的 道 苑 是 中 ,我们 又 有 
| =0*00 10010, 

象 这 样 含有 可 闻 元 做 因子 的 因子 分 解 ， 我 们 叫 它 做 时 然 的 分 解 . 
同 在 整数 环 中 一 样 ， 这样 的 分 解 我 们 不 讨论 下面 讨论 的 是 vr: 都 
不 是 可 道 元 的 非 显 然 分 解 . 

假如 & 是 8 的 约 元 ,同时 5 又 是 #8 的 约 元 , 即 8=ma, ge=nb， 
那 未 2 一 ?92， 因 为 召 是 整 环 ， 所 以 mm 一 6, 这 就 是 说 m,n 部 是 
可 道 元 ,因此 a, 相差 兵 是 一 个 可 道 元 的 因子 . 反 过 米 ,， 假如 
a 一 be, 6c 是 可 逆 元 , 那 末 8 一 ae，， 因 此 & 又 是 5 的 约 元 ,我 们 把 
相差 上 只是 一 个 可 逆 元 因 于 的 两 个 元 叫做 相伴 .于 是 a,8 相伴 的 必 
. 要 充分 条 件 是 4, 5 互 为 约 元 ， 与 * 相伴 的 元 是 可 首 元 。 

我 们 知道 ,任意 与 4 相伴 的 元 都 是 & 的 约 元 ,任意 可 道 元 也 都 
是 & 的 约 元 ,假如 5 是 & 的 约 元 ， 耐 不 是 可 道 元 ， 又 不 与 e 相 
侍 , 那 林立 辟 叫 做 人 的 总 约 元 ， 

同 质数 类 似 , 我 们 存 下 面 质 元 的 概念 . 

定义 多 在 有 单位 元 的 整 环 召 中 ,元 & 关 0 并 且 不 是 可 道 元 ， 
如 果 它 有 真 级 元 , 就 叫做 可 分 解 元 ; 如 果 它 没有 真 约 元 ,就 叫做 不 
可 分 解 元 ,或 叫做 质 元 ， 多 项 式 环 中 的 质 元 又 叫做 既 约 多 项 式 . 
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于 是 ,假如 Pp 是 RR 的 质 元 ,由 2p 一 05, 我 们 就 得 知 5, 2 中 有 一 
是 可 首 元 ， 假如 9 是 五 的 可 分 解 元 ， 那 末 在 召 中 有 不 是 可 道 元 
4, 5 存在 ,使 ?一 68， 又 我 们 容易 证 明 ， 质 元 与 可 道 元 的 乘积 还 是 
质 元 ,也 就 是 说 ,与 质 元 相伴 的 元 还 是 质 元 . 

我 们 知道 , 在 证 明理 数 的 因子 分 解 时 ,要 引用 整数 的 大 小 顺序 
关系 ,但 在 主 理想 子 环 环 中 元 没有 顺序 关系 , 下 面 的 定理 就 是 用 来 
代 苦 这 关系 的 . 

定理 4 假定 ils Ga 7 ny 基 守 理想 子 环 环 总 中 元 ， 并 
且 任 意 why 能 够 整除 so 那 就 有 一 个 整数 m 存在 , 当 1% 时, 所 
有 的 a 都 彼此 相伴 . 

证 明 ”假定 吾 中 各 个 gi 的 所 有 售 元 ra rE 马 , 的 集合 是 元 ， 
5,¢ 是 访 中 任意 元 , 那 末 

=r 8 了 2 人 
但 本 可 以 用 @ 整 除 , 也 就 是 说 四 = 如。 内 此 
be=Tro— Stai— (7 —8t)aEN, 

所 以 双 是 五 的 理想 子 环 ， 假 定 信 二 (d), 4~ram， 那 末尾 意 a 二 
| kd =— ram, BD am 是 任意 如 1 的 约 元 ， 但 当 $m 时 ， ti 到 是 sm 的 约 
元 ,因此 这 时 6: 与 an 相伴 , 这 就 是 说 , 当 im 时, 所 有 的 as 都 彼 
此 相伴 , 因此 定 丈 成 立 . 

现在 我 们 来 讨论 主 理想 子 环 环 中 元 的 分 解 . 

我 们 符 易 知道 ， 零 元 不 能 分 解 为 有 穷 个 质 元 的 乘积 ， 这 是 因 
为 , 假如 

| td 
那 末 其 中 茶 个 7;=0, 但 零 元 不 基质 元 ， 同 样 , 可 逆 元 也 不 能 分 解 
为 有 穷 个 质 元 的 先 积 , 因为 如 果 
是 


那 末 
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B= TL (0 Ty) 
因此 7 是 可 北 元 ,但 可 道 元 不 是 质 元 . 

定理 5 主 理想 子 环 环 总 中 任意 不 是 零 元 叉 丰 是 可 道 元 的 
元 , 能够 分 解 为 有 穷 个 质 元 的 乘 积 . 

证 明 ”我 们 用 反 证 法 来 证 明 。 假如 定理 不 成 立 , & 是 不 满足 
定理 的 一 元 , 也 就 是 说 ,zx 不 能 够 分 解 为 有 穷 个 质 元 的 乘积 显然 
5 不 是 质 元 ,所 以 

在 一 Po， 
这 里 8, c+ 都 不 是 可 道 元 ,因此 8, 5 都 不 与 4% 相伴 , 并 且 P, ec 中 最 
少 有 有 一 元 也 不 能 够 分 解 为 有 穷 个 盾 元 的 冬 积 ， 令 这 元 是 8= 司 . 
再 引 册 上 面 的 方法 就 得 到 能 够 整除 1 但 又 本 与 后 相伴 的 元 42, 这 
样 继 续 推 来 ,我们 就 有 
,1s Way ns 

这 里 grr 能够 整除 oo 但 cr 与 全 不 相伴 ， 这 与 上 面 定理 4 了 矛盾 , 因 
此 定理 成 立 . 

在 整数 环 中 ， 证 明 因 于 分 解 的 一 意 性 时 要 引用 质数 的 一 个 基 
本 性 质 ; 两 整数 的 蒋 积 如 果 能 够 用 一 个 质数 整除 , 那 末 这 两 个 整数 
中 至 具有 一 数 能 用 这 质数 整除 ， 钢 在 我 们 要 问 ， 在 主 理想 子 环 环 
中 , 质 泡 是 否 包 有 这 基本 性 质 ? 我 们 知道 , 假如 质 元 Pp 有 这 性 质 ， 
那 末 ( 四 就 是 质 理想 子 环 ， 反 过 米 , 假如 {9p) 是 质 理 想 子 环 ， 那 灯 
质 沛 妖 诚 布 这 性 质 . 但 是 在 主 理想 和子 环 环 中 ， 极 大 理想 子 环 是 质 
理想 子 环 , 因此 如 来 能 够 证 明 tp) 是 极 大 理想 子 环 , 那 末 就 有 这 
性 质 了 ， 

定理 6 在 主 理想 子 环 环 及 中 ， 奈 元 2 生成 的 理想 于 环 Cp) 
是 极 太 理想 子 环 . 

证 明 假定 (2) 三 (9)， 那 就 有 了 =79, 因此 9 中 必 有 一 是 可 
道 元 。 如果? 是 可 道 元 , 奸 末 8 一 ?Pp, 所 以 (9) = (P)。 如 果 g 是 
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可 半 元 , 那 末 99 一 8E (四 ,所 以 人 9) 一 于 . 这 就 是 说 , 上 只 有 {四 ) 自 
身 及 单位 理想 闻 环 是 (PD) 的 约 理想 子 环 ， 因 此 () 是 极 天 理想 子 
环 ,所 坟 定 理 得 证 

于 基 在 主 理想 子 环 环 中 ， 两 个 元 a, 了 的 积 3 如 果 人 能够 用 质 
元 了 整除 , 那 末 4&4, 5 中 至 少 有 一 元 能 够 用 整除. 

再 在 主 理想 子 环 环 中 , 可 分 解 元 9 一 本 ,这 里 #, 纪 都 不 是 可 遂 
元 , 生成 的 理想 子 环 (四 不 是 质 理 想 子 环 ， 这 是 因为 由 中 =0(2)， 
如 果 4 二 0(9), 那 末 4=ay， 于 是 9 一 4'6g, 因此 46=e, 这 与 5 不 
是 可 道 元 的 息 设 不 合 . 

于 是 在 主 理 想 子 环 环 中 , 质 元 生成 的 理想 子 环 是 质 理 想 子 环 ， 
可 分 解 元 生成 的 理想 子 环 不 是 质 和 理想 子 环 ， 非 零 的 质 理想 子 环 是 
极 大 理想 子 环 . 

下 面 我 们 来 证 明 质 因子 分 解 的 一 意 性 、， 所 谓 元 4 的 天 子 分 解 
是 一 意 的 ,就 是 说 , 如 果 4 有 两 种 因子 分 解 

在 二 全 他 
那 未 % 一 wm, 并 且 每 个 7 分 别 与 某 个 7 相伴 . 

定理 了 主 理 扔 子 环 环 召 中 任意 不 是 零 元 又 不 是 可 道 元 的 
元 , 除 因 子 顺 序 及 可 逆 元 国 子 外 ,能够 一 意 分 解 为 有 穷 个 质 元 的 乘 
积 . 

证 明 搬 定 元 & 夫 0， 又 不 是 可 道 元 , 由 定理 & 可 以 和 分 解 为 
”mm 个 质 元 Pp 的 乘 和 ， 即 4 一 吉 Po…pm。， 如 果 它 又 可 以 分 解 为 n 个 
质 元 外 的 乘积 , 即 &==9.9a…9m 奢 未 

人 
现在 我 们 对 于 mm 用 归纳 法 来 证 明 这 两 种 分 解 是 一 致 的 . 假如 各 一 
1, 因为 这 时 4 一 pi 是 质 元 , 但 9%% 都 不 是 可 道 元 , 于 是 n=1， 因 此 
一 机 ;所 以 这 时 定理 成 立 。 假定 对 于 mw 一 1 定理 成 立 ， 我 们 来 证 . 
明 对 于 宗 定 再 也 能 够 成 立 ， 因 为 Ph 能 够 整除 4, 也 就 是 说 能 够 束 
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除 9dagr， 所 以 下 必定 能 够 轿 除 某 一 个 7:， 我 们 适当 的 改变 4 
的 顺 译 ,使 各 能 够 整除 4， 即 
及 二 人 立交， 
因为 员 是 质 元 ,所以 二 是 可 道 元 , 因 些 六 与 人 相伴, 于 是 我 们 有 
和 Pa 一 人 一 Di (0199) **" 
因为 召 是 主 理想 子 环 环 , 所 以 也 蚌 整 环 ， 因此 把 消去 就 得 到 
Pe Pn — CCF) "gn. 

这 时 pi 的 个 数 是 mr 一 I. 根据 上 面 归纳 法 假设 ,我们 及 一 4= 
% 一 二 所 以 mw 一 WW 并且 加， …' Dn 队 顺 序 外 分 别 与 6292,，…，q, 各 
伴 , 已 知人 与 四 相伴 ,所 以 定理 成 立 ， 

于 是 在 主 理想 子 环 环 中 ， 元 & 如 果 能 分 解 为 有 穷 个 质 元 的 乘 
各 ， 那 末 这 有 穷 个 质 元 的 个 数 是 一 定 的 ， 这 个 数 我 们 又 叫 向 & 的 
长 

在 整数 环 中 ， 可 道 元 只 有 一 1 及 1， 所 以 整数 的 质 因 子 分 解 , 
除 顾 序 外 ,相差 只 是 一 个 符 导 。 叉 假如 下 是 可 换 体 ， 在 多 项 式 环 
三 [ 轩 中 ,只 有 所 中 元 是 叮 道 元 ,所 以 这 时 黎 项 式 的 谭 约 分 解 , 除 顺 
序 外 ,相差 只 是 了 中 元 的 因子 ， 

我 们 知道 在 整数 环 闷 中 ， 因 子 分 解 定理 成 立 ， 在 多 项 式 环 
[0] 中 因子 分 解 定理 也 网 样 成 立 ,但 一 [四 不 是 主 理想 子 环 坏 ， 而 
是 关 十 主 理想 子 环 环 攻 的 多 项 式 环 ， 一 般 , 在 有 单位 元 的 整 环 BE 
中 ,如 果 元 素 的 因子 分 解 定理 能 够 成 立 , 我 们 可 以 证 明 , 在 多 项 式 
环 召 [ 呆 中 苑 素 的 因子 分 解 定理 也 能 驶 威 立 . 因 丕 ,在 主 理想 了 环 
. 环 或 甘于 主 理 起 子 环 的 老 项 式 环 中 ， 元 素 的 因子 分 解 定 理 基 成 立 
的 . 4955 年 肯 花 (GQ. Kantz) 证 明了 它 的 道 定理 , 任 一 满足 元 素 因 
子 和 前 解 定理 的 环 是 主 是 想 子 环球 或 者 屁 关 于 主 理想 子 环 的 多 项 式 
环 '， 这 些 我 们 在 这 里 都 不 详细 谈论 了 . | 

上 面 我 们 亡 说 的 环 都 是 可 搞 环 . 关于 非 可 换 环 ， 同 样 我 们 也 
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有 主 理想 子 环 环 及 欧 括 环 的 概念 ， 这 只要 把 前 面 定 义 中 的 交换 律 
除去 就 得 了 .在 非 可 热 主 理想 子 环 环 中 ， 元 素 的 因子 分 解 定 理 也 
是 成 立 的 22， 

在 可 换 环 中 ， 一 个 理想 子 环 除 因 子 的 顺序 外 能 否 一 意 地 分 解 
为 质 理想 子 环 的 乘积 ,这 是 所 谓 的 理想 子 环 分 解 问 题 , 它 是 环 论 中 
主要 问题 之 一 ， 由 上 面 的 定理 了 7, 我们 容易 得 知 , 在 主 理想 子 环 环 
中 , 任 一 异 于 零 及 自身 的 理想 子 环 除 因 于 的 顺序 外 ,能够 一 意 分 解 
为 质 理 想 子 环 的 乘积 ,因此 理 炮 子 环 的 分 解 问题 ,在 主 理想 子 环 环 
中 是 解决 了 的 、 此外, 在 某 些 环 中 这 问题 也 解决 了 22， 但 在 一 般 
-情况 下 , 这 问题 到 现在 还 没有 得 到 解决 。 


习 题 3.9 


1. 同 余 式 6z 三 174191 是 盏 有 解 ? 为 什么? 
2 斌 证 在 所 有 形 闫 人 象 4 十 b w 一 5, qa, 是 整数 ,的 数 形 成 的 环 中 ， 
9=33 v5 

是 丙种 下 可 约 数 的 分 解 ， 这 就 是 说 ,在 整 环 中 , 因子 分 解 定理 不 一 定 成 立 . 

3. 在 主 理想 子 环 环 中 , 所 有 与 # 互 质 的 元 所 在 的 同 余 类 ( 关 填 模 (o)) 对 
于 歼 法 成 群 , 怎样 证 明 ? 

4 斌 证 高 斯 数 环 是 欧 氏 环 . 

5 假定 尽 是 满足 因子 分 解 定理 并 且 有 单位 元 1 的 整 环 ,7F(m) 一 辣 oor 足 
让 [2a] 中 元 , 8 是 mg 四, …， as 的 最 大 公约 元 ， 那 末 我 们 有 ftr) =Qg (x)， 当 
9 一 1 时，f(z) 叫 做 本 原 多 项 式 ， 试 证 瑟 中 凋 个 本 原 多 项 式 的 乘积 仍然 是 本 
原 多 项 式 。 


S$3.10) 多 项 式 的 零点 


这 节 讨 论 客 项 式 环 如 ij] 中 多 项 式 天 雪 零 点 的 有 关 问 题 ， 它 
与 REw] 中 元 素 的 因 于 分 解 有 关 ， 这 里 请 县 有 单位 元 的 整 环 ， 所 


me 一 i 
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得 到 的 结果 与 普通 代数 中 的 完全 -- 致 ,因此 也 可 以 说 是 它 的 推广 
我 们 知道 召 的 扩张 环 中 一 元 ac, 如 困 灌 足 多 项 式 了 (0) ,也 就 是 
说 Fo =0, 那 来 a 就 岂 做 了 (2) 的 罕 点 ,或 者 叫做 了 (7) 的 根 ， 同 普 
通红 数 中 一 - 样 ,我 们 有 
定理 1 是 多 项 式 Fz) 零点 的 必要 充分 条 件 是 Fo) 能够 
用 zz 一 2 整除 . 
证 明 假如 了 (2) 能 驶 用 2 一 a 整除 , 那 末 
f(r) = (gs—o ge), 
因此 
fm = (a ~ gm =0, 
所 以 a 是 ftw) 的 零点 ， 反 过 来 ， 假如 a 是 了 2) 的 零点 , 因为 由 欧 
压 法 式 , 了 (2?) 可 以 写成 
CE 
于 是 
flo) = (人 一 是 9 的 十 
因此 ?=0, 所 以 天 (2) 一 (5 一 0)9(w2), 即 站 (wm) 能 能 用 4 一 a 辖 除 , 于 
是 定理 得 证 . 
一 般 我 们 有 
定理 2 环 尼 中 妊 异 的 癌 个 淆 呈 ;tm 是 多项式 fz) 零点 
的 必要 充分 条 件 是 了 (4 能够 用 (4 一 00)-… (lz 一 am) 整除. 
证 明 充分 性 很 容易 让 明 , 下 面 只 证 明 它 的 必要 和 性. 
我 们 用 归纳 法 来 证 明 . 当 m=1 时 , 就 是 上 面 的 定理 4, 因此 
这 时 定理 成 立 ， 现 在 假定 必 一 1 时 定理 成 立 , 即 
fT) 一 (FE Gn) 9 (), 
于 是 我 们 有 
(Gm 一 0 om — On_1) Cn) —0, 
但 am 一 也 0 并且 开 是 无 零 因子 环 ; 所 以 9 (aw) 一 0， 和 由 土 定理 ， 
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8) 一 (Lm) (LT), 
所 以 
六 [2 = (FE—00) (一 0 人 {zs— mn) 9 (2), 
这 就 是 说 ,了 (7) 能 通用 (2 一 0)… (zf 一 0m) 整 除 ,因此 定理 成 立 . 
于 是 我 们 得 知 , 假如 f(r) 是 BR[z] 中 次 多项式 , 那 未 它 在 情 
中 互 异 的 零点 不 能 多 于 %r 个 .要 注意 的 是 , 这 里 情 是 整 环 ， 假 如 
鼠 不 是 整 环 ， 这 定理 是 不 能 成 立 的 2 ， 辟 如 2 一 ( 国 是 有 单位 元 
的 可 措 环 ,但 不 是 无 等 因子 环 , 这 时 多 项 式 f() 一 一 z 在 其 中 有 
四 个 互 异 的 零点 0, 1， 5, 4 又 如 四 元 数 体 是 非 可 摸 体 ,这 时 多 项 
式 f(w) 一 ow” 十 e 在 其 中 有 六 个 耳 异 的 霍 点 土台 土方 土 下 
根据 上 面 的 定理 我 们 有 
定义 ”假定 f(%) 能 够 用 (2 一 0) "整除 ,是 大 于 1 的 整数 ,但 
不 能 用 (2 一 2) ”整除 , 那 末 a 就 叫 艇 了 (zw) 的 天 重 堆 点 . | 
在 讨论 重 零 点 时 ,需要 时 函数 这 个 概念 , 但 极限 , 连续 等 基本 
概念 都 不 能 在 环 中 引用 ， 所 以 我 们 不 能 四 数学 分 析 . 上 的 定义 、 我 
们 辣 普 通 代 数 中 一 样 ,假如 
fm) 一 Go Fam ny 
那 未 
Fe) 一 名 Go 二 (no— 1 aw ?4 
就 叫做 下 (8) 的 导 务 数 ， 由 定义 不 难 证 明 . 
To 十 900) =f (9) + g(r), 
{fm gm = f(r ge + Flr) yg Cn), 
{f* mmf) fm). 
定理 3 多 项 式 ftr) 有 重 零 点 a 的 必 下 充分 条 件 是 lz)， 
了 (人 2) 有 公 因 或 2 一 a. 
证 明 假如 & 是 了 0) 的 (了) 重 零点 , 那 末 
f= Eg gO, ! 
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因此 
大 (人 = (gp—ay (wm) FE g(r) 
= {ea 9 (0 + hg te)}, 
因为 6 一 1>0, 所 以 (t 一 中 :是 f(z), f(z) 的 公 因 式 、 于 是 条 件 
肯 假 如 c 是 了) 的 零点 ,但 不 是 重 零 点 , 那 末 
fir)= (2-0 8, 90 0, 
FD) 一 Eg (mt) + 9), 

于 是 六 (0) 一 9 的 天 0, 所 以 a 不 是 六 tw) 的 零点 ,也 就 是 说 一 a 不 
是 (2) 的 因 式 ， 因 此 如 果 % 一 a 是 了 (w)、 广 (3) 的 公 因 式 , 那 末 
是 了 (Tm) 的 零点 , 并 且 是 重 零点 . 于 是 条 件 的 充分 性 成 立 . 所 以 定 
班 得 证 . 

,将 来 外 和 .的 我 们 还 会 知道 : 当 总 是 整 环 时 , BB[z] 中 和 伍 一 多 项 
式 在 号 的 适当 扩张 体 中 ， 至 少 有 一 零点 存在 ， 现 在 我 们 暂时 承认 
这 性 质 ,于 是 由 定理 3, 节 得 

定理 和 4 网 项 式 yfz) 有 重 寒 点 的 必要 充分 条 媳 是 Fo) :7 人) 
有 次 数 太 于 零 的 公 因 式 . 
此 外 我 们 还 有 下 面 的 重要 定理 ， 
定理 5 任意 复 系数 %( 疡 站 次 多 项 式 
Fa) om da 二 Ga 二 Gr Go 天 0 
至 少 有 一 个 复数 根 ， 
证 明 ” 候 如 我 们 能 够 证 明 多 项 式 的 系数 都 是 实数 时 定理 成 
立 , 那 未 系数 是 复数 时 定理 也 成 立 。 这 是 因为 , 命 
fr 
这 里 名 是 的 共 辆 复数 ,了 (wm) 与 f(z) 的 莱 积 
Fr 一 广 (ze bor bn 1 + bany 
由 实际 计算 ,我们 容易 得 知 
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wa 字 ey» k=0, 1, .., 2n. 

但 如 = 2 it = Dk, 因此 F(o) 的 系数 都 是 实数 ， 于 是 根据 上 而 的 
假定 ， bo) 至 少 有 一 个 复 根 w 即 忆 (四 一 Fo =0， 如 果 
f(a) *0, 那 来 Fa 一 外 (全 -0 这 就 是 说 , a 或 者 & 是 了 (2) 的 根 ， 
图 此 我 们 只 要 就 了 (4) 的 系数 都 是 实数 这 种 特殊 情形 来 证 明 就 行 
1. | 

假定 n=2m, m 是 奇数 ， 我 们 对 于 ?用 数学 归纳 法 来 证 表 . 

当 1=0 时 , f(z) 是 育 数 次 多 项 式 ， 这 时 如 果 4 取 通 当 大 的 正 
值 , f(s) 的 符号 与 oo 的 符号 相同 ,如果 zz 取 绝 对 值 适当 大 的 负 情 ， 
Go) 的 符号 与 ao 的 符号 相反 ， 因 为 f (0) 是 4 的 连续 函数 ,由 数学 
分 析 我 们 得 知 , f(z) 有 一 个 实 根 , 这 就 是 说 当 ?=0 时 ,定理 成 立 . 

现在 我 们 假定 多 项 式 的 次 数 能 够 用 2 整除 时 定理 成 立 ， 我 
们 来 讨论 次 数 一 24m 的 情况 . 

根据 我 们 暂时 入 认 的 性 质 , 容易 知道 (2) 在 复数 体 的 适当 扩 
张 体 中 有 mw 个 根 ,假定 这 吕 个 根 是 we，-…, ao 任 取 一 实数 6c, 作 

0 一 Ci 十 fas 十 四) jj 1 

这 时 Bs 的 个 数 是 


te 1) 一 于 atmr(2tm 一 1 一 2-1m'， ml 是 奇数 ， 


于 是 多 项 式 

g(x) 一 1 By), j=1, 2, 
的 次 数 是 2“1m'， 由 中 学 代数 我 们 容易 得 知 ， 忆 的 条 才 是 By 的 初 
等 对 称 多 项 式 ,当然 出 是 ai 的 对 称 多 项 式 ， 但 a 的 初等 对 称 多 项 
式 是 f(z) 的 系数 , 因此 它们 都 是 实数 , 所 以 g(z) 的 系数 也 都 是 实 
数 ， 和 祖 据 归纳 法 的 假设 , 9( 必 至 少 有 一 个 复数 根 ,， 即 Bi 中 至 少 有 
一 个 是 复数 ,也 就 是 说 ,对 于 任 一 实数 6c, 我 们 至 少 有 一 个 复数 Eu， 


但 实数 的 个 数 是 无 穷 ,而 如 j 只 有 于 与 对 , 因此 在 上 面 这 些 
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复数 中 ,有志 了 相同 ,而 实数 6 不 相同 的 复数 


GE 一 00 十 Ofos 十 ai B=amtcat{ait 0), 
由 于 ' 


一 他 — var 
iti 有 QT 一 2 
1™ La 1 


都 是 复数 ,所 以 a, o% 是 复 系 数 多 项 式 
一 十 0 一 科 

的 根 ， 显 然 mm, ww 也 都 是 鞭 数 , 这 就 是 说 了 了 (2) 至少 有 一 个 复数 根 ， 

因此 定 逮 得 证 . : 

上 定理 就 是 我 们 普通 所 谓 的 代数 基本 定理 . 远 在 4629 年 ,党 
拉 尔 (站 . Girard, 1595~1632) 谣 有 此 预想，174 抬 年 达 朗 见 尔 {J. 
卫 . 及 . D’'Alembert, 1717~178 人 0 首先 给 了 一 个 证 明 , 但 是 不 够 严 
阁 , 直 到 1799 年 高 斯 才 同 丘 的 解决 了 这 问题 ， 此 后 高 斯 又 给 出 了 
另外 三 个 证 明 , 上 面 的 证 明基 本 上 就 是 他 的 第 二 个 证 明 呈 ) 


习 题 3.10 


.假如 五 ~2 一 (5) ， 试 求 R[s] 中 多 项 式 “一 1 在 五 中 的 零点 ， 

. 假如 4 是 /Cw) 的 重 等 点 , 试 证 a 是 了 (2) 的 万 一 1 重 零点 . 
.假定 加 是 n 的 约 数 , 试 证 wm 一 1 是 好 一 工 的 因 式 . 

， 想 定 二 , 所 中 有 单位 元 并 且 元 数 是 无 穷 的 瑞 环 ， 忆 是 忆 的 扩张 环 ， 
f(r … zo) 是 多 项 式 环 [ws …。 mu] 中 多 项 式 ,如 果 天 aa …, zz) 半 0 试 
证 加 中 有 元 mw 如 使 Tray ……，an) 地 0。 


本 


参考 文 献 


[i Passman, DS. What ig a group ing Amer. Math, Monthly, 83 人 976)。 
Di 3, 173.~185. . 

[E21] Gimer, Robert, A note on rings with pnly finitely many subriugs, Soripte 
Mith., 29 (1973), 37~ 8, | 

[3] (DD BE, Bear, Lnverss uand gero divigrs, Ball. Bmer, Math, Soc,, 48i1942), 


re 


8 第 三 章 环 与 体 


[4] 


30~638. 


(2 NN, Jacobson, Some remarks on oneside inverass, Proe. Amer. Math. 


S00., 1 {1950), 959~355., 

(3 也， Oaima (大 访 )，Note on inverse in Rings, J], Gakugei Tokushima 
Univer., 3 (1053), 21m.29. 

4) CG. W. Bitser, TInverses in Timga with nnity, Amer. Math. Monthly, 70 
(19637，315. 

《1 N. Ganesan, Properties uf rings with a finite number of sero divisorg 
I, Math. Ann., 157 11964), 215~218; IT, Math, Anm., 161 (1965), 241 
246, 

{2} Medonnld, Pornard RB, Finite rings with unity. 

MN, Jacobgon, Structure of ringa (1956), 186. 

Hos Tookangt 人 l 产 贱 ) ,Dn the Automorphisms of a sfield, Proe. Nat. Aoad. 

Bei, UT, 8, 点 ,35 (1949), 336~389, 

A Maleev, On the immmergion of an algebraic ring into 3 field, Math., tm 

i114 C936), 90609 . 

A JanopRgoh The Lheory of rings (1943}, 31. 

DO. Dre, Dinear equations ip pem-commutative ficlds, Ann, of Matn.,3211931), 

63m A477. 

NU MeUoy, Remarke on divigors of sero, Amer, Math. Monthly,49:1949), 

286~295, 

WW. R. Seott, Diviaore of gero in polymmaial rings, Amer. Math. Monthly, 

B41 (1954), 350, 

N. HH. Maoy, Annihilators in polynomial rings, Amer. Math., Mornthly, ¢4 

{1957), 28~29. 

N. H. MeQoy, 中 he theory of rings (1067), 47 ~—38. 

Kruse, fiobart Ti,, Fings in which al subriugs are ideals I, Oanad 4. Math 

30 (968), SZ R71. 

O. Steinfeld, On Tdeul-quoticuts and prime ideals, Aota Math. 点 cod Shei. 

Tnng., 6 (1953), 239 一 298. 

N. H. Medoy, Prinw idenls im general rings, A&mer, Jour. of Math., 71 

{1949}, B23~833, 

N. H. MeCoy, The Theory of rings (1967Y, 7T2~T3, 

Sanda, Arihar D., Prime sonls ia Matriz rings, Firoe., Glangow Math, 

入 ga0G.， 2 (1956), 193~195. 

(1) N. J. Diviusky, Rings sud radicals (1965), §9.4. 

(3) BR. EP. Jobyson, Prime riugs, Duke Math, J., 18 V1), 709~800. 

(DD 1, S, Matekin, The Bocliden dlgorithm, Bull. Amer, Math, Coe.， 55 


"4 


套 考 文献 和 119 


{1549), 1142~1146. 

{8) H. H. Briings, Left Buclidean rings, Pacitic J. Math., 45 (197$), 29~ 
号 了 . - 

yy GU, Kants, Uber den Typus eineg Zerlegungs Rings, Monatsh Math., 59 
(1955), L04110. 

(8) ——, Cbor lntegrilata Pereich mit eindeutiger Primelementsarlegung, 
六 reh. Math,, 6 全 35 村 ,397 一 402, 

NN opann, Thu thoory of ringr (19048), 3B, 

Bb. Von dor Wherden, ZaT Produktrerlegung der Faeal ip gang-abgaschle- 

seren Bingen, Math Ann,, 101 (1929), 393~ S08. 

区 . A. Beammont, Hquivalent properties of a ring, Amer, Math. Monthiy, 

57 (1950), 183. : 

ll, warsenhaus, On tbo fondamental theorem of algebra Amer. Math. Mon- 

thly, 74 (1907), 485~496, 


第 四 可 
可 换 体 论 


体 的 基本 概念 在 上 章 已 作 了 简单 介绍 ， 这 章 将 详细 讨论 可 换 
体 的 构造 ， 因 党 任 一 体 可 以 看 成 为 它 的 子 体 的 扩张 体 ， 它 可 以 由 
子 体 深 加 若干 元 而 成 , 记 以 我 们 讨论 体 的 构造 从 扩张 入 手 , 先 讨论 
代数 扩张 体 , 再 讨论 超越 扩张 体 , 我 们 的 重点 在 代数 扩张 体 而 且 以 
有 穷 的 为 主 . 

美 于 可 换 体 的 构造 ， 斯 太 尼 赣 (EE. Bieinitz, 1871~1928) 于 
1910 年 在 Crelle 杂志 上 发 表 长 达 1 把 页 的 论文 , 详 加 论述 ，1930 
年 这 长 篇 大 论 男 发 行 单行 本 ， 是 可 换 体 论 的 经 典 著 作 路 ，1952 年 
斯 那 没 尔 (EB. Snapper, 1913~) 和 曾 把 斯 太 尼 莹 这 套 理论 应 用 到 完 
全 淮 质 环 * 圭 , 建立 了 完全 准 质 环 的 构造 , 读者 如 有 余力 ， 可 参考 
文献 [31 ， 

要 注意 的 是 ， 这 时 只 是 可 换 体 的 构造 ， 关于 一 般 体 的 构造 虽 
然 也 有 大 量 的 结果 号 , 但 大 部 分 都 是 特殊 情况 , 一 般 结论 ， 至 今 疝 
未 能 求 得 . 


84.1 潍 加 


我 们 知道 , 假如 体 天 的 子 集 五 对 于 五 的 两 种 结合 法 又 形成 

“1 一 个 可 搞 环 如 果 有 单位 雹 , 并 入 它 的 根基 旺 极 大 理想 子 环 ， 它 就 叫做 完全 准 质 

环 , 也 就 是 说 , 佐 如 可 换 环 吾 有 单位 元 , 凡是 它 的 根基 ,如 举 忆 一 刁 成 体 , 那 末 五 就 县 
完全 准 质 环 .显然 , 体 足 完全 准 质 环 。 
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为 体 ,就 叫 艇 下 的 子 体 ， 这 时 罗 又 叫 万 的 扩张 体 ， 区 自身 可 以 
看 成 为 自己 的 予 体 ， 由 8 2.2 我 们 又 知道 , 体 的 巴 集 也 形成 为 
子 体 的 必要 充分 条 件 是 

1° 万 会 有 非常 的 元 ; 

2 候 如 a&, BEF, 那 末 a 一 BEF, 并 且 当 了 天 0 时 , ob 下 包 卫 . 

假如 K 是 体 五 的 扩张 体 , 工 是 攻 的 子 体 , 并 有 又 是 下 的 扩 
张 体 , 部 下 己 所 ， 那 术 荆 叫做 下, 如 的 中 间 体 .假如 型 是 民 
的 子 集 , 如 然 在 及 ,大 的 中 间 体 中 有 包含 ML 的 中 间 体 存在 , 因为 
KK 自身 就 是 这 样 的 -个 中 间 休 ， 在 及, 互 的 中 间 休 中 ,所 有 包含 
M 的 交集 义 是 包含 末 的 中 间 体 ， 因 此 它 就 是 多 中 包含 下 及 并 
的 最 小 于 体 ， 这 体 我 们 用 CM) 来 表示 ， 叫 做 也 添加 用 扩张 的 
体 ， 当 新 一 {iw，…, tt 时, 我们 又 用 记号 也 (i …, ww) 表示 .在 
$3.5 中 , 环 的 党 加 是 用 方 括 驱 表示 ,这 里 体 的 添加 我 们 用 国 括 弧 、 
显然 ， 


PEFMERK, P(E)-KE, FE 
当 届 三 六 时 ， FM 
FM)=E, 

我 们 知道 下 (入 ) 包含 站 及 型 的 元 ,因此 外 会 吾 中 元 与 型 中 
元 的 一 切 有 型 结合 (如, 碱 , 乘 , 除 )， 但 所 有 这 些 有 理 结合 的 元 自 
身 显然 形 成 为 一 个 栖 , 因为 它 包 含 王 及 型 ,所 以 它 就 是 五 CD) ,这 
就 是 说 ,五 (人 是 由 所 中 元 与 草 中 元 的 一 切 有 理 结 合 的 元 形成 的 
体 、 当 天 可 搞 时 ,到 ( 弄 ) 中 元 就 是 日 中 元 的 有 理 画 数 , 它 的 系数 
十 百 中 元 . 

因为 在 下 中 元 及 型 中 元 的 任 一 有 理 缚 合 中 ， 型 中 元 只 出 更 
有 穷 个 ， 所 以 才 中 任意 元 包 售 在 型 的 某 有 穷 子 集训 的 添加 
人 (NWN) 中 ， 因 此 也 (M) 是 车 干 个 有 穷 集 添加 的 并 集 ， 这 也 就 是 说 ， 
任意 集 的 洪 加 可 以 由 有 究 集 添加 的 并 集 形成 . 
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再 假如 型 ;， 嵌 * 是 五 的 子 集 , 显然 

FMD (NM) = FM (MD), 
POMIU Ma = PMY Ms), 
这 是 因为 , CM U 吉 ) 包 含 忻 及 李 , 型: 于 是 也 包含 也 ( 肌 ) 及 
敢 s, 因此 包含 CM) (对 2) ,所 以 FCMIU M2) 于 六 (HD (Ms), 反 
过 来 , 玉 CMI) ( 隆 2) 包含 玉 ( 租 由 及 型 于 是 也 福 太 及 音 1U 凋 3, 因 
EPOMD MDEFMU ND .EMU MD) = FM Ma). 
于 是 我 们 得 知 , 百人 4 一 至 人 和 ta。 即 有 穷 集 的 浴 加 可 
以 由 有 穷 多 加 陆续 添加 一 个 元 而 得 ， 村 此 一 个 元 的 添加 如 果 研 究 
清楚 了 ， 敢 末 任 意 集 的 添加 也 可 以 说 基本 上 清楚 了 . 所 以 一 个 元 
的 添加 是 最 基本 的 ， 我 们 江 它 短 音 扩张， 假如 五 是 了 了 的 单 扩 张 
体 区 = 下 (a), 这 上 我们 及 叫做 六 关于 了 的 本 原 元 . 


S$ 4.2 质 体 , 特征 数 


因为 我 们 讨论 栖 网 构造 是 由 于 体 的 添 如 入 手 ， 记 以 我 们 首先 
来 讨论 体 的 最 小 子 体 , 即 所 谓 质 体 的 构造 . 

同 讨论 群 . 环 时 一 样 , 体 & 的 所 有 子 体 ( 包 合 自身 ;的 父 集 当 
然 是 子 体 ， 这 子 体 显 然 际 自身 外 不 骨 包 含 其 他 子 体 ， 象 这 样 上 只 有 
自身 做 子 体 的 体 ， 叫 刁 质 体 。 因 此， 任意 体 都 含有 质 体 做 它 的 子 
性 . 

青 假 妇 羡 有 两 个 互 异 的 质 体 后 , 了， 两 为 有 mi 也 成为 
体 , 所 以 z 就 有 异 于 自身 的 子 体 ,这 与 五 :， FEs 是 需 体 的 假设 
不 合 , 因 此 在 长 的 子 体 中 是 质 体 的 只 有 唯一 个 ,于 是 我 们 得 到 

定理 1 任意 体 包 含 一 个 而 且 只 一 个 质 体 . 

单位 元 群 是 只 有 自身 做 于 群 的 群 ， 等 环 是 只 有 自身 做 十 环 的 
环 , 任意 群 包含 单位 元 群 , 任意 环 雇 包 仿 零 环 . 在 这 点 上 , 硕 体 与 
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单位 元 群 . 零 环 类 似 ， 

我 们 容易 得 知 寡 理 数 体 蚀 是 质 体 ， 整 数 环 区 基于 质数 忆 的 
朵 余 环 么 一 (人 也 是 质 体 ， 下 面 我 们 来 证 明 -- 般 的 质 体 只 有 这 两 
种 类 型 . 

假如 厂 是 质 性 ,< 是 它 的 单位 元 , 那 末 
‘1) "28, 8, 0}, 8, 28, 

都 是 云 中 元, 它们 绒 成 整 环 召 , 结合 法 古 : 
me ne™ (mine er 一 TMG。 
同 &2.2 中 讨论 循 球 群 的 构造 一 样 , 下面 分 两 种 情形 来 讨论 ， 

1. 很 如 (DD) 中 元 都 互 不 相等 ,也 就 是 说 当 ne=0 时 ,mn 一 0.， 那 
木器 与 叉 数 环 2 同 构 ,但 2 的 商 体 是 有 理 数 体 久 ,内 上 比 品 的 商 体 
也 就 与 有 理 数 体 包 问 构 ,这 就 是 说 , 玉 全 有 与 鸟 同 构 的 子 体 ,所以 
这 时 瑚 宕 总 . 

2. 假如 (DD) 中 元 有 相等 的 也 就 是 说 ， 有 非 零 的 整数 适合 
2 一 0， 候 如 有 是 适合 寻 ==0 的 最 小 正 整 数 , 那 末 PD 十 质数 ， 这 是 
因为 ,如果 PB 二 ?ww 那 林 

Pe mmme ne ~—0, 
办 此 mae 一 0 或 ne 一 0， 这 与 了 是 最 小 的 性 质 不 合 、 同 $2.2 中 一 
样 , HH) 中 任意 死 与 
0, 6, -, (P—1)e 
中 菜 一 元 相等 , 由 $3.2, 我 们 得 知 这 Pp 个 元 形成 一 个 可 换 体 , 它 与 
?一 {各 同 枸 。 这 就 是 说 玉 有 与 一 ( 罗 同 构 的 子 体 ， 所 以 这 时 
FZ— (1), 

一 个 体 , 它 的 单位 元 e 的 任意 们 如 果 都 异 于 零 , 象 第 工种 情形 
那样 , 我 们 叫 这 体 的 特征 数 是 零 . 如 果 。 的 某 质 数 了 销 是 零 , 象 第 
2 种 情形 那 樟 , 我 们 就 叫 这 栖 的 特征 数 是 力 ， 也 就 基 说 , 假如 我 们 
把 栖 看 成 加 群 ,如 果 它 的 单位 元 5 的 阶 基 无 穷 , 那 末 它 的 特 社 数 就 
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是 零 ; 如 时 的 阶 是 有 穷 , 并且 是 某 质 数 p, 那 末 它 的 特征 数 就 是 
人 


璧 如 有 理 数 体 、 实数 体 . 复数 体 及 四 元 数 体 的 特征 数 都 基 零 ， 
而 和 一 《全 的 特征 数 是 五. 

引用 特征 数 这 个 概念 , 由 上 面 的 讨论 ,我 们 得 到 

定理 2 质 体 的 特征 数 如 果 是 零 , 它 与 有 于 数 体 电 辣 桔 ,如 时 
是 各, 它 与 整数 球 和 关于 (DP) 的 癌 余 环 3 一 (Pp) 同 构 . 

假定 厨 是 体 区 的 子 体 ， 因 为 三 的 单位 元 就 是 五 的 单位 元 ， 
谨 臣 三 的 特征 数 与 五 的 特征 数 一 致 ， 这 就 是 说 ， 和 性 与 它 的 子 体 
的 特征 数 是 相等 的 ， 因 此 体 下 的 特征 数 如 果 是 零 , 它 包 含 的 质 体 
与 亿 辣 桔 ,如 果 是 z2, 它 和 包含 的 质 体 与 Z 一 {PD) 同 构 ， 

由 定理 2 最 然 质 栖 是 可 搁 体 . 

特征 数 这 概念 是 体 的 一 个 重要 概念 ， 它 对 于 栖 的 构造 有 决定 
性 的 作用 .下 面 我 们 再 来 讨论 它 的 基本 性 质 . 

假定 6 是 体 五 中 任意 非 零 的 元 , 1 是 整数 ,下 的 特征 数 如 果 
是 零 , 那 未 由 na 一 0, 我 们 就 有 ma 一 me 一 0， 所 以 w=0， 央 此 
这 时 na 一 0 前 必要 充分 条 件 是 mn 一 0。 下 的 特征 数 如 果 是 jp, 那 末 
Pa 一 pera 一 0， 假如 wa 一 0， 辐 $2.2 中 一 样 ， 由 nn 一 gp 十 7, na 一 
994 十 ?9 二 0， 我 们 就 有 了 一 0， 所 以 % 二 0(p)， 因 此 这 时 wa 一 0 的 
必要 充分 条 件 是 1 三 05p)， 一 般 , 当 上 的 特征 数 是 零 时 , mg 一 na 
的 必 变 充分 条 件 是 mn， 当 区 的 特征 数 是 时 ，ma 一 ma 的 必 
要 充分 条 件 是 mn 人 9). 

于 是 体 兵 的 特征 数 如 果 蚌 零 ， 那 来 下 中 任意 非 零 元 的 任意 
信和 都 异 于 零 ， 如 果 是 思 那 末 吾 中 任意 元 的 史 倍 都 是 零 . 因此 特 
征 数 根据 定义 虽然 是 单位 元 的 性 质 ， 但 它 也 是 体 中 任意 元 的 公共 
性 质 . 

普通 代数 中 讨论 的 数 是 实数 或 复数 ， 它 们 都 是 特征 数 为 零 的 


质 体 ,特定 数 1425 
体 中 元 ， 在 特征 数 基 Pp 的 体 中 ,有 些 运算 方法 就 与 普通 不 同 , 下面 
的 公式 就 是 普通 代数 中 所 不 介 许 的 . 


定理 3 假设 可 换 体 及 的 特征 数 是 p, 而 a, $3 是 其 中 任意 黄 
元 , 那 末 


(ot brat {faa—b, 
证 明 因为 天 是 可 换 体 , 我 们 有 
(十 如 ?一 十 CY8710 十 … 十 OF?_iab? + 十 ?， 


式 中 09 一 了 (Pp 一 DD 2 二 二 ,1<i<p 一 1T， 但 O07 是 整数 ， 其 


中 如 又 不 能 消去 ， 所 以 全 能 够 用 Pp 遇 除 ， 即 9 二 0(P)， 于 是 
Crer pi 一 0, 因 此 
at? gr bh?, 
假如 作 & 一 上 了 =, 即 4 一 a' 十 Bb, 那 玉 4a7 一 zx? 十 5, 因此 
(a—Db)?=g— pb”, 
所 以 定 埋 得 证 . 

1963 年 卡 斯 拉夫 Caslam 证 明了 上 定理 的 北 , 即 候 如 体 责 的 
特征 数 是 p, 如 果 对 于 中 任意 元 4, 5, 我 们 有 (a 十 人 )? 一 a 十 B?， 
那 本 下 是 可 换 体 "， 因 此 特征 数 是 Pp 的 体 是 可 换 体 的 必 避 兖 分 
条 件 是 : 对 十 其 中 任意 元 &, 58, 有 (8 十 DD)?=g? 二 7 

显然 ， 体 的 特征 数 又 是 把 体 看 成 加 群 时 其 中 任意 非 淮 元 的 阶 
数 . 环 也 可 春 作为 加 群 ,因此 我 们 可 以 把 特征 数 这 个 概念 推广 到 丈 
上 面 来 . 

环卫 看 成 加 群 时 ， 元 素 的 阶 数 如 果 没 有 最 天数, 我 们 就 说 豆 
的 特征 数 是 零 ; 如 果 报 天 数 是 正 数 mw, 我 们 就 说 有 B 的 特征 数 是 必 . 
因此 ,假如 五 有 单位 元 2， 当 8 的 阶 是 无穷 时 ,最 然 这 时 总 的 特征 
数 是 0 当 。 的 阶 数 是 时 ,因为 对 十 如 中 任意 元 @， 


人 一 TB ) = ne) 一 由 如一 全 ， 


本 
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也 右 是 说 ,任意 元 的 阶 数 不 大 于 ma, 所 以 这 时 亚 的 特征 数 是 x, 于 
是 .有 单位 元 环 和 的 特征 数 概 念 也 可 以 与 体 一 样 来 定义 . 

假如 如 是 无 零 因 子 环 , x, 8 蚌 其 中 非 零 的 两 元 , 那 末 由 me 一 
0, 我 们 就 有 5 一 0, 这 是 因为 

{mb a=5 (mg) = 0, 

重 4&0, 所 以 mb 一 0. 这 就 是 说 ,在 无 零 因子 环 中 , 所 有 非 零 元 的 
阶 数 是 -- 致 的 。 因此 无 零 央 子 环 的 特征 数 就 是 其 中 所 有 非 零 元 的 
公共 阶 数 . 再 我 们 又 容易 得 知 ， 无 零 因子 环 的 特征 数 与 体 的 特征 
数 -- 样 ,或 是 零 , 或 者 是 质数 . 

要 注意 的 是 ,虽然 体 的 特征 数 与 它 的 子 体 的 特征 数 相 同 ,已 环 
与 它 的 子 环 不 一 定 有 相间 的 特征 数 . 警 如 在 33.4 习题 3 中 ,证 
”的 特征 数 是 0, 假如 训 章 特征 数 是 Pp, 那 未 如 十 到 的 特征 数 与 它 
的 子 环 五 的 不 不 同 . 


习 题 4.9 


1. 假如 五 是 体 互 的 质 体 , 试 证 总 是 乓 的 中 心 的 子 体 ， 
3， 试 求 区 [可 一 各 二 人 的 管 征 数 , 这 里 攻 [ 全 是 高 斯 数 环 . 
3. 据 设 位 下 的 特征 数 是 7, 斌 江 


Co 上， 


二 
4. 假定 在 竺 征 数 吓 p 的 休 玉 中 , 仔 意 元 满足 多 项 式 xz? 一 + 一 0, 试 证 
RA Cp. 
35. 试 广 布 东 环 是 可 挨 环 , 许 让 加 它 的 和 转 征 数 是 2. 


得 
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央 为 作 音 体 可 忆 从 质 体 的 添加 而 成 , 而 质 体 的 构造 已 经 清楚 ， 
钠 比 现在 赦 需 了 讨论 单 扩 张 体 了 . 
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前 面 两 节 的 讨论 是 对 一 般 体 而 言 ,这 节 所 说 的 体 都 是 可 换 体 . 
下 亩 我 们 来 讨论 可 换 体 五 的 单 扩张 体 五 (a) 的 构造 

假设 下 蚌 加 的 可 换 扩 张 体 ? ,aa 是 下 中 元 , 因为 了 (a}) 是 大 
中 包 人 窒 五 及 a@ 的 最 小 子 司 ， 并且 了 (a) 包 会 由 所 有 a 的 多 项 式 
ae, qr 形成 的 环 BR, 这 环 因 为 在 体 中 ,所 以 其 整 环 ， 因 此 ， 
如 果 瑟 成 体 , 那 术 呈 就 是 万 (ea) ,如 果 驴 不 成体, 那 末 玉 的 商 体 就 
直 Fro). 

我 们 把 旦 与 多 项 式 环卫 [x1 来 比较 .显然 对 应 

Payri > Da 
是 六 [zs] 射 到 瑟 上 的 同 访 , 由 $3.6 定 理 6, 我 们 有 
RFIr]—N, 

这 里 六 是 同 态 核 ， 它 是 由 了 [x] 中 所 有 以 a 为 零点 的 多 项 式 形成 
的 理想 了 和 环 . 因为 瑟 是 整 环 ， 所 以 产 [8] 一 六 也 蚌 整 环 ， 因 此 次 
是 [zj 的 质 理想 子 环 . 海关 为 六 是 只 中 零 元 在 [zw] 的 完全 人 象 
源 , 而 上 全 的 对 应 关系 不 使 五 中 任意 元 变动 , 所 以 六 不 能 是 单位 
理想 子 环 . 但 五 [w] 是 主 埋 想 子 环 坏 ， 因 此 由 353.9, WW 是 零 理 想 
子 环 或 者 十 次 数 大 于 骞 的 婚约 钉 项 式 生 成 的 质 理 想 子 丈 ， 假如 
了 [zx] 中 除 堆 元 外 ， 没 有 以 为 零点 的 多 项 式 ， 那 末 入 一 0， 假 如 
gD) 是 了 [人 中 以 a 为 专 点 的 既 约 儿 项 式 , 那 术 计 二 (gq (7?))， 

1. 当 六 =0 时 ， 


RF[2), 
因 些 喇 的 郊 体 就 是 五 (wa)y， 但 五 的 商 体 与 [wz] 的 商 体 同和 构 ， 而 
六 [zi 的 商 栖 是 由 深 是 元 14+, 系数 是 玉 中 元 前 所 有 有 理 耳 数 形成 的 
有理 胃 铬 体 下 (?) ,所 以 这 时 单 扩张 体 玉 (中 与 有 有 理 耳 数 体 六 (7T) 同 
构 . 
2， 当 入 一 (9g(2)) 时 , 因为 9(2) 其 艇 约 多 项 式 , 由 $3.9 定理 
各 果 下 不 是 可 换 体 ,只 帝 与 六 中 纤 意 元 能 够 交换 ,下 面 的 讨论 司 样 成 立 。 
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6，({g (wm)) 是 极 大 理想 子叶 ， 再 由 53.8 定理 1， 了 [5] 一 (9(2)) 是 
体 , 因 陛 电 也 是 栖 ,; 所 以 这 时 单 扩张 性 了 (中) 就 是 五. 

当 入 一 0 时, & 是 玉 的 超越 元 , 因此 耶 (@) 岂 做 下 的 超越 单 扩 
张 体 、3 3.5 中 多 项 起 环 ER[2] 可 说 十 环 召 的 超越 单 扩 张 环 . 当 
六 一 949)) 时, 是 下 的 代数 元 , 因此 下 (四 中 租 卫 的 代数 单 扩张 
体 ， 这 时 六 [ 和 fj 中 所 适合 的 厂 约 多 项 式 g(2) 的 次 数 又 叫做 关 
于 五 的 次 数 . 根据 欧 氏 法 式 , 我 们 不 难得 知 , 了 [Le] 中 必 所 适合 的 
琶 约 多 项 式 也 是 了 tw] 中 所 适合 的 次 数 最 低 的 多 项 式 ， 因 还 
五 [x] 中 所 适合 的 既 约 多 项 式 除 相 祥 外 是 唯一 的 ， 引 用 这 定义 ， 
由 上 面 的 讨论 我 们 有 

定理 1 很 定 可 换 体 下 是 四 的 扩张 体 , ae 是 所 中 元 , 如 果品 
是 玉 的 超越 元 ， 那 术 了 玉 的 超越 单 扩张 体 了 (a) 与 末 定 元 2 的 有 理 
落 数 体 玉 () 同 构 .起 果 是 了 的 代数 元 ， 那 末了 的 代数 单 扩张 
笨 太 (0) -二 也 [z] 一 (9g (2)) 同 构 ， 这 里 g(2) 是 了 [0 中 所 适合 的 
误 约 多 项 式 . 

在 超越 单 扩张 体 玉 (中 , 任意 元 是 & 的 有 理 销 数 , 由 前 而 的 
对 应 关系 ， 我 们 知道 它 的 运算 法 则 与 把 a 看 成 未 定 元 2 时-: 祥 . 
在 代数 单 扩张 体 卫 (a) 中 , 任意 元 是 a 的 多 项 式 , 假 如 关于 玉 是 
和 次 ， 也 就 是 说 ， 雪 项 式 gi4) 是 多 次 时 ， 因为 任意 多 项 式 了 too 用 
9 (来 除 ， 得 到 的 余 式 或 是 零 急 焉 是 次 数 小 于 % 的 多 项 式 ， 因 为 


ga) 一 小 所 以 a 的 任意 多 项 式 fa) 可 以 表 为 总 war ai€ 也 形状 . 
肯 我 们 知道 ,这 种 表示 又 是 . - 伟 的 ,这 是 因为 ,如 果 


Le . ee t 
全 GE 一 之 :Dian 
站 一 得 4=| 


mn- 1 
那 永 Sa ba 0, 


但 “的 次 数 是 % 所 以 a 不 能 适合 下 [e@]j] 中 次 数 小 于 nn 的 多 项 式 ， 
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因此 a 一 厨 , $=0, + nn 一 1， 于 是 也 (@) 中 任意 元 可 以 一 意 地 表 
六 次 数 小 于 的 a 的 多 项 式 ， 由 前 面 的 对 应 关系 ， 我 们 得 知 这 时 
五 te) 中 元 的 运算 法 则 与 把 a 看 成 为 未 定 元 4 时 的 包 项 式 的 运算 
法 则 一 样 , 只 是 当 运 算 的 结果 是 次 数 不 小 于 ww 的 a 的 包 项 式 时 ,我 
们 要 引用 gto) =0 把 它 化 为 号 ou 的 形式 ， 也 就 是 说 ， 把 a 看 成 
为 上 时 ,加 fa) 中 元 的 运算 法 则 与 歹 [四 中风 项 式 的 一 样 ， 只 是 我 们 
要 对 go 取 间 祭 式 就 是 了 . 

譬如 息 是 有 理 数 体 , = ww 2 , 那 末 和 (3) 中 任意 元 可 以 一 
意 地 表 为 g++b MZ, 这 里 四 5 是 有 有 理 数 . 例如 


3 二 5 了 _ (3+5vV2)(4—~v2) _ + 也 了， 
4 十 7 2 4 一 名 


上 面 的 讨论 是 假定 «在 了 的 扩张 体 区 因此 a 与 卫 的 结 
合法 是 已 知 的 .假如 这 包含 a 长 如 的 扩张 体 百 不 是 已 知 ， 我 们 
世 可 以 仿照 上 面 的 方法 米 做 单 扩张 了 to, 这 时 a 是 也 的 友 越 元 或 
者 蚌 代 数 元 , 也 就 是 说 ，a 不 适合 玉 [w] 中 任意 多 项 式 或 省 是 适合 
五 [x] 中 某 既 约 多 项 式 ， 

假如 a 是 五 的 超越 元 , 如 时 超越 单 扩张 体 下 4o 已 做 成 ,由 定 
理 1， 它 号 未 定 元 和 的 有 埋 效 数 体 玉 (z2) 同 物 ， 因 此 我 们 可 以 根据 
前 商 的 对 应 关系 ， 从 五 (2) 来 做 出 所 求 的 了 (a) .这 只 要 用 a 代 凌 
五 (2@) 中 的 2 就 得 类 包含 & 及 五 ， 并 且 与 五 (的 同 梅 的 体 ， 因 此 它 
就 是 二 to ,也 就 是 说 ,五 (四 基 由 系 煞 是 丈 中 元 的 w 的 有 理 函 数 形 
或 的 体 ， 它 的 铺 全 法 与 有 理 函 数 体 太 (w) 的 完全 一 样 ,所 以 a 的 有 
理 消 数 体 就 是 所 求 的 超越 单 扩 张 体 下 (a). 

假如 是 下 的 代数 元 ，gt22 是 玉 [ 红 中 它 所 适合 的 是 约 多 项 
式 ,9 (2 和 的 次 数 我 们 叮 以 假定 大 十 1， 因为 如 果 是 1, 那 末 也 (&) = 
五 ， 也 就 是 说 王 ( 四 就 是 玉 了 ， 同 二 面 一 样 ， 如 果 代 数 单 扩张 体 
过 (o) 已 做 成 , 由 定理 1, 它 与 下 [5] 一 (9(2)) 同 构 , 因 此 我 们 可 以 很 
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据 前 疝 的 对 应 关系 ， 队 天 [2 一 (9t4)) 来 散 出 所 求 的 五 ca) .我 们 
知道 , 了 F[2] 中 多 项 式 了 (2) 与 了 [2] ~ (gfe)) 中 的 间 余 类 (对 应 
是 下 [4] 射 到 六 [x] 一 tg(z)) 上 的 同 态 ,但 不 是 辣 构 . 假如 在 下 [x] 
中 我 们 只 考虑 了 中 元 ， 那 术 上 面 的 同 态 tx6 就 是 同 构 ， 这 是 因 
为 , 当 G 关 时,& 半 btg(90)), 国 此 玉 [w] 一 9(20)) 中 包含 与 五 同 构 
的 了 了 体 . 引用 $3.3 的 挖 补 定理 , 我们 就 得 到 包含 下 并 且 与 
让 [rm] 一 (9 (2)) 加 桔 的 体 玉 ， 再 因为 gtw) 的 次 数 大 于 二 所 以 在 
体 区 中 ,x 所 在 的 路 集 z 不 慧 玉 中 元 ,我 们 用 a 来 代替 陪 集 7. 于 
是 尺 就 是 由 系数 旦 五 中 元 的 a 的 多 项 式 形 成 的 体 ,， 它 包 人 罕 a 及 
五 并 iL 与 了 [Xj] 一 (9(z)) 辐 构 、 我 们 假定 9(2) 一 之 arri， 那 末 在 
[x] 一 《gt2)) 中 ， 
gm) = har 一 了 CE 一 由 

汝 ma 代替 co a 代替 时 ， 我 们 其 有 宇 m2i=0， 因 此 在 大 中 ， 
g(t9) 一 0， 这 就 是 说 ，o 与 所 中 无 的 结合 法 象 圭 面 那样 来 规定 时 ， 
a 就 是 g(t) 的 零 成 , 所 以 上 就 是 代数 单 扩张 体 忆 (on 。 

于 是 我 们 有 

定理 & 假定 丈 是 可 换 体 ,a 是 元 素 , 我 们 有 = 是 三 的 超越 元 
的 超越 单 扩张 体 也 (ta), 它 与 五 (7) 同 构 ; 也 有 a 基 玉 [x] 中 婚约 儿 
项 式 gtw) 的 零点 的 代数 单 扩张 体 卫 (@), 它 与 了 [2] 一 (9g(2)) 同 构 . 

这 定理 的 结论 与 定理 1 的 完 企 -一 和 性 ,了 唯 - :的 差别 是 在 包括 体 
天 是 省 已 知 . 要 注意 的 是 代数 单 扩张 体 (a) 的 构造 是 由 & 适合 
的 既 约 多 项 式 9(z; 一 意 确定 的 . 

一 般 添加 品 ，…， en 省 可 换 体 耳 扩 张 的 体 玉 (gs;…， ew) 记 可 
以 同样 求 得 ， 因 为 添 可 cp， 叶 于 五 扩张 的 体 就 是 每 加 添加 一 
元 陆续 诊 加 ap 二 二 和 张 的 体 ， 当 mp 中 有 下 的 超 
越 元 时 ， 有 ko …，aw 中 任意 元 是 系数 是 五 中 元 的 中， ar 的 
有 理 莫 数 ; 当 aa， …， ox 都 是 了 的 代数 元 了 时, 瑟 (aez am 中 任意 
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元 是 系数 是 下 中 元 的 op， 的 多 项 式 . 

现在 我 们 来 讨论 两 个 单 扩 张 之 间 的 关系 ,为 了 偶 好 地 说 明 , 我 
们 引进 一 个 新 概念 . 

定义 ”假如 芒 ，K' 都 是 体 五 的 扩张 体 ， = 是 玫 射 到 刁 上 
的 癌 构 , 如 果 

sa) 一 0， gEF, 

也 就 是 说 ,o 不 使 五 中 任意 元 变动 , 那 末 叫做 五 , 开关 于 加 的 
同 值 ,这 时 症 , 及 "又 岂 做 关于 了 同 值 . 

壁 如 a 十 Bi->a 一 Bi g, 了 蚌 实 数 ,就 是 复数 体 关于 实数 体 的 
自 同 值 . 

假如 玉 (m), 了 FL 是 玉 的 超越 单 扩张 件 , 因 为 了 (a),， (EB) 与 
了 (2) 不 只 邦 是 同 移 ， 而 且 关 十 下 又 都 是 问 值 ， 因此 六 a), (及) 
美 于 问 值 ,它们 的 同 值 映 射 是 不 使 了 中 任意 元 变动 而 把 a 变 为 
B. 

假如 五 (oo 下 (是 五 的 代数 单 扩 张 体 ， 并 且 w 甩 是 五 区 ] 
中 同 - 个 nn 次序 约 和 多 项 式 g(7) 的 零点 、 因 为 这 时 也 (o) 与 (8) 
都 与 [4] 一 (9 C2)) 辐 构 , 认 雇 下 (0) 与 了 (BB) 同 构 , 由 前 面 的 对 应 
关系 我 们 容易 知道 
就 是 它们 的 局 移 上 映射 ,这 映射 不 使 五 中 任意 元 变动 ， 并 卫 把 “ 变 
为 户 因 王 王 (的 与 如 人 且 关机 达 同 值 . 

由 上 而 的 讨论 ,我 们 得 

定理 3 假设 了 (oa) .不 (是 可 换 体 五 的 单 扩张 体 , 如 果 ,后 
都 是 歹 的 超 戟 元 ， 那 末 加 (om , 罗 ( 生 关于 吾 回 值 ; 如 果 它 们 都 是 
下 的 代数 元 ， 并 且 又 都 是 下 [x] 中 同一 既 约 多 项 式 的 零点 ， 那 末 
0), 让 (局 关 于 下 辐 值 ， 上 面 这 商 种 同 值 部 有 不 使 五 中 任意 元 
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变动 而 把 a 变 为 的 同 值 映 射 . 

我 们 知道 ,代数 单 扩张 体 的 李 原 元 不 是 唯一 的 ,所 以 代数 单 扩 
张 下 (ol, 五 (关于 吾 闻 值 时 ,a, 8 不 一 定 就 是 五 [2] 中 同一 既 约 
多 项 式 的 零点 ， 因 此 它们 的 问 慎 映射 不 一 定 就 把 a 变 为 8， 辟 如 
久 是 有 理 数 体 ,天 (NV 可 ) = 入 2), 当然 QC(vV3), QQv3) 
关于 己 同 值 ， 俱 入 人 2，2^\ 代 不 是 日 [] 中 同一 大 约 多 项 式 的 零 
点 ; 国 此 它们 没有 把 2 变 为 2x 3 的 自 同 值 映 射 . 

在 82.4 中 ,我 们 介绍 了 群 的 共 二 元 及 共 辆 子 群 的 概念 ,在 体 
申 我 们 也 有 与 这 类 似 的 概念 . 

假定 多 是 五 的 扩张 体 ， 五 ,La 是 区, 了 的 中 间 体 , 如果 它 们 
关于 下 同 值 , 那 末 荆 , Za 就 叫做 关于 五 共 e， 这 时 五 中 元 在 
Za 中 的 象 ma, 时 做 qz 关于 及 的 共 斩 元 ,而 cr, ms 又 叫做 关于 五 共 
斩 ， 两 此 五 中 元 与 自身 共 移 再 从 定理 3,， 我 们 容易 得 知 五 的 尾 
意 两 个 超越 元 是 五 的 共 入 元 ; 五 的 代数 元 成 为 共 辆 的 必要 充分 条 
件 是 它们 为 王 [g 中 同一 婚约 多 项 式 的 零点 . 

下 面 是 关于 密 项 式 零 点 的 克 罗 纳 克 尔 ( 直 . Kronecker, 1823~ 
1891) 定理 . 

定理 4 很 如 Fo 是 多 项 式 环 百 [四 中 多 项 式 ， 那 未 在 体 刀 
的 扩张 体 中 ,有 包含 f(z) 的 零点 的 体 存 在 . 

证 明 假 没 g(2) 蚌 产 (2) 在 所 [2] 中 的 既 约 因 式 , 那 未 把 y (4) 
的 零点 « 湛 加 于 五 得 色 的 单 扩张 体 五 lm) ， 也 就 是 说 , 与 FF[z] 一 
(9 (2)) 同 移 的 体 就 荐 所 求 的 体 ,因此 定理 成 六 . 

假如 五 ie] 中 任意 针 项 式 的 零点 都 在 万 中 ， 那 末 五 叫做 代数 
闭 体 ， 因 此 ,如 果 玉 是 代数 闲 体 , 那 术 [zi 中 任意 肥 约 多 项 式 的 
次 数 都 是 1， 下 是 深 力 下 的 任意 代数 元 十 世 得 到 的 扩张 体 仍然 基 
五 自身, 也 就 是 说 ， 这 时 不 能 够 再 用 代数 扩张 来 扩大 .和 辟 如 复 
数 体 就 是 代数 闭 体 ,这 是 因为 根据 代数 基本 定理 (8 3.10), 任意 系 


向 否 空 间 , 代 获 133 


数 是 复数 的 多 项 式 的 零点 仍然 是 揽 数 ， 因 此 复数 体 不 能 再 用 代数 
扩张 来 扩大 . 

引用 神 恩 (M. Zorn) 引 理 *, 我 们 不 难 证 明 任意 体 可 以 代数 扩 
张 成 为 代数 团体 , 并且 假 如 体 刀 前 扩张 体 ,KK' 都 是 代数 闭 体 ， 
那 末 攻 ，K' 关 于 五 同 值 "，. 


可 题 4.3 


1. 候 妇 总 是 外 [四 中 婚约 多 项 成 go = 太一 B87 十 ?的 等 点 , 试 把 


乱 成 4% 的 多 项 式 ,这 里 久 是 有 埋 数 体 . 

2. 证 孙 遇 5 230 中 元 1+2 二 V4 的 道 元 ， 

3. 假定 日 匡 有理数 休 , 试 证 日 信守 [ 吕 一 < 术 十 1), 

4. 假如 二 是 实数 体 ， & 是 上 既 钓 密 项 让 9《 拉 二 六 十 5 十 1 的 巷 虚 , 求 作 代 
数 单 扩张 体 玉 Ce) ， 并 有 旦 竺 总 人 ?中 分 解 锥 号 为 腊 约 因 式 的 琵 秘 ， 

5. 假如 上 是 特征 数 为 pp 的 质 体 , 2 是 来 定 元 ,一 区 ， 斌 来 将 赠 约 多 
项 式 岩 一 届 的 一 零点 a 水 名 于 天 所 得 的 扩张 体 共 tay， 并 于 让 天} 中 
分 解 丘 一 多. 

6. 假如 关节 ,p(w 是 FL[z1 中 密 项 式 , 并 且 wC20 是 既 约 的 ,l 果 让 五 的 
扩张 体 总 中 ,了 9 PC 有 公共 灾 碟 , 试 让 了 te) 能 能 用 p(t) 整除。 

9。 做 如 多 项 式 环 下 [oj 十 体 , 那 未 了 [ej 是 玉 的 代数 体 ， 


WU 
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在 讨论 添加 民 数 元 扩张 的 体 时 ， 尖 要 向量 空间 的 一 些 概念 和 
性 质 , 这 节 我 们 先 从 广泛 前 向 景 空间 开始 . 因为 "代数 "是 环 、. 体 中 
重要 前 一 类 ,而 旧 又 是 特殊 的 向 量 空 间 ,所 以 最 后 我 们 对 代数 也 作 


”要 定 型 是 由 某 集 合 的 若干 子 集 形 成 的 系 , 上 是 开 的 子 集 ,如 果 志 中 任意 关 元 
二 wi Ta 不 二 疡 后宫 恒 是 FaE id 那 本 了 工 晤 做 型 的 链 , 冲 思 引 理 : 假定 亚 的 短 个 链 由 
开 的 其 集合 是 吾 中 元 ,器 未 于 中 有 不 包含 于 共 他 元 的 元 , 即 极 太 元 ， 
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简单 介绍 ， 
在 线 代 数 中 , 我 们 已 经 知道 向 量 空间 的 基本 概念 和 性 质 ,现在 
我 们 把 这 些 央 您 来 推广 . 

定义 1 催 定 六 是 加 群 , 它 的 元 用 各 4%, ，… 表 示 , 了 是 体 , 它 
的 光 几 &,，8,… 表 示 , 如 条, 的 莱 积 au 具备 十 列 种 性质 , 那 末 
六 是 微 六 的 (在 ) 启 量 空间 ,有 圭 又 迄 音 地 岂 做 下 空间 ; 

1" auEF, 2° gfwto) =autav, 


8° fat hu=aut bu, 4° (ab)u—al(bu), 

BD w=w. 

壁 如 复数 体 .四 元 数 体 都 是 实数 体 的 向 量 空间 .假如 下 基体 
下 的 扩张 蛋 , 那 未 下 是 六 的 向 晤 空间， 又 多 项 式 环卫 [2 也 是 耳 
的 向 量 空间 。 
由 定义 ， 我 们 有 (一 x 一 4 (一 们 二 一 4D); 此 外 ,=a0 一 0. 
上 入 假 如 au=0, 闭 末 4=0 或 w=0, 因此 当 %#0 时 , 部 果 aw= Pu， 
那 末 gc 一 五 

假如 了 是 玉 移 向 量 空 间 ， 如 果 上 U 是 FF 的 子 群 ;, 又 是 六 的 向 
量 空 间 , 那 珂 岂 艇 六 的 子 空间 . 显然 , 一 个 零 元 形成 一 个 子 空 
闻 , 叫 敌 零 空间 . 除 自身 及 零 空 间 外 ,不 禽 其 他 子 空间 药 空 间 叫 做 
既 约 空间 . 

定义 2 假定 各, ta 是 五 的 向 量 空间 站 中 元 ,如 果 也 
中 有 个 不 完全 是 零 的 元 go aa …'， 存在 ,使 

Wi 十 data 十 十 Ws 一介， 


那 末 坟 ， Hay) Hn 叫做 基于 五 钱 性 相关 ; 如 果 象 这 样 的 元 1, Fay 


1 一;y 半 术 久 二 太 十 tg. 这 时 让 一 
aU， 对 于 六 中 性 总 元 立 ， dg 一 9 ， 站 们 容易 知道 , 所 有 的 宦 , tw 分 别 形 成 了 的 子 空间 
0 汪 晶 . 信 是 六 og 娩 点 和 C85 .47 大 二 了 二 F5。， 因 为 六 由 任意 元 零 化 Yo， 所 
以下 入 多 河野 二 讨 沦 攻 时， 本 了 应 把 品 贴 去， 只 讨论 下 就 可 以 ， 因 此 我 站 溺 蔷 规定 
1 
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…， en 不 存在 ， 也 就 是 说 上 面 那 种 关系 只 有 ai，aa, …， 4 都 是 等 
时 才 成 立 , 那 末 三 6，… 326 就 叫做 关 于 环线 性 无 关 . 

五 向 量 空间 中 无 穷 多 个 元 , 如 果 其 中 某 有 穷 个 元 关于 于 线性 
祖 关 , 那 末 它 就 叫做 关于 五 线性 相关 ; 和 否则, 也 就 是 说 , 如 其 中 和 全 
意 有 穷 个 元 关于 五 都 是 线性 无 关 ， 那 末 它 就 叫做 关于 四 线性 泡 
关 . 

六 是 若干 个 元 ;如果 线性 相关 , 那 术 它们 之 间 有 线性 方 程 的 联 
系 , 如 果 线 性 无 关 , 那 末 它们 之 间 没 有 任何 线性 方程 的 联系 ， 

以 后 引用 上 害 义 时 , 如 果 不 引 起 混淆 , 为 了 简便 , 我 们 常常 把 
其 中 “关于 壤 " 略 去 不 写 , 只 说 线性 相关 ,线性 无 关 等 . 

我 们 很 容易 知道 ,F 中 一 个 元 w 如 果 线 性 相关 , 那 术 一 0, 因 
此 六 中 任意 非 零 元 线性 无 美 、 在 的 子 集合 中 , 如果 其 中 一 部 分 
是 线性 相关 ， 那 末 它 们 全 部 也 线性 相关 ， 假如 六 的 子 集 是 线性 相 
关 ， 那 末 其 中 至 少 有 一 元 ， 茧 如 ar， 可 以 用 其 中 其 他 有 旁 个 元 tp 
wa 的 一 深 武 表 水 , 盈 

Wi Ui den EF， 

这 时 ,我 们 又 说 同 关于 五 是 加， to tn-1 的 线性 组 合 , 或 者 说 
tt 关于 与 2， Wo …; Ww 线性 相关 ， 友 过 来 , 假如 % 个 元 , 其 
中 有 一 元 关于 基 其 余 元 的 线性 组 合 , 那 末 它们 是 线性 相关 ， 辐 
此 ,若干 个 元 线性 相关 的 必要 充分 条 件 是 ; 其 中 至 少 有 一 元 是 其 余 
有 穷 个 元 的 线性 组 合 . 

定义 3 假定 玉 基 下 的 癌 量 空间 ,这 中 线性 无 关 元 的 个 数 部 
果 有 最 大 数 ， 这 最 大 数 . 叫做 六 关于 五 的 维 数 ， 用 记号 (六 :有 丰 表 
东 ， 这 时 六 又 叫做 关 寺 下 是 有 穷 维 的 ,或 者 简称 为 是 有 穷 的 ， 如 
果 上 中 线性 无 关 元 的 个 数 没有 最 大 数 ， 那 末 扩 就 曲 做 关于 六 是 
无 穷 维 的 ， 或 者 简称 为 无 穷 的 . 因为 五 的 扩张 蛋 下 是 王 的 向 量 
空间 , 我 们 把 及 关于 王 的 维 数 ,又 叫做 兵 关于 互 的 次 数 . 
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假定 (和 :到 一 和 那 末 丰 中 有 畦 个 元 线性 无关 , 并 和 且 任 意 密 于 
有 个 的 元 都 是 线性 相关 ， 如 果 多 , 名， …， Wn 是 六 中 线性 无 关 的 
名 个 元 ,是 天 中 任意 元 , 那 末 % 是 妈 ， Wz，…， Yr 的 线性 组 合 ， 妈 

入 二 1 十 a 十 司 :十 sn 三 息 五 ， 
这 表示 显然 又 是-- 意 的 . 

定 尽 和 假定 砷 ,ti …， 务 基 丈 空间 站 中 元 ， 如 果 了 了 中 任 
意 元 名 可 以 用 甸 ， Wa， 区 前 一 次 式 表示 , 那 本 风 ， ea 时 
和 做 严 关于 不 的 生成 元 ， 户 关于 丈 线 人 性 无 关 的 生成 元 ， 岂 做 三 关 
于 五 的 底 - 

假如 斩 ， ww， …, 有 是 下 关于 了 的 底 ,我 们 常常 把 六 写成 

V=Fuat Fut* + Pu,. 
这 时 了 中 任意 元 能 够 一 意 地 表 为 如, ws，-…, 加 的 线性 组 合 . 

辟 如 复数 体 是 实数 体 的 2 维 向 量 空间 , 1, 是 它 的 诡 . 四 元 
数 体 是 实数 体 的 4 维 空间 ，e, 到 六 未 是 它 的 底 ， 全 和 邱 阵 环 天 是 
体 下 的 鹤 窒 间 , 玫 5 总 了 = 2 是 它 的 版 ,这 晒 吾 s 是 去 
中 羽 行 .了 了 列 的 元 是 (的 单位 万 )， 共 他 部 十 零 的 mn 级 证 阵 , 多 
项 式 坏 玉 [4] 是 玉 的 泡 穷 维 空间 ， 因 六 1， x, …, 六 ,中 性 意 有 
穷 个 元 都 线性 无 关 ， 

单 扩 张 体 玉 一 玉 io) , 当 a 是 超越 元 时 , 它 关 于 五 的 次 数 是 无 
穷 ; 当 是 ww 庶 代 数 元 上 时， 因为 4, 0, …-, a*! 蚌 区 关于 下 的 底 ， 
所 以 它 的 次 烽 是 %, 即 (K :让 一 n. 

于 是 很 如 (FF :了 一 x*， 郑 未 中 任意 个 线性 无 关 的 元 都 形 
成 它 关 于 了 的 底 , 因此 有 涩 维 空 间 都 有 底 ， 一 般 , 引用 溃 轧 引 理 ， 
我 们 容易 证 明 任 疙 室 间 都 有 有 亡 ""， 

我 们 知道 一 个 向 量 空间 的 底 不 是 唯一 的 ， 但 是 各 个 底 的 元 数 
能 否 一 到 ? 如 捍 一 致 ,这 个 数 久 等 于 什么 ? 假如 六 有 由 将 个 元 形成 
的 关于 王 的 底 ,显然 人: 五 ) 之 m， 如 果 我 们 能 够 证 昌 , 这 时 和 中 任 
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意 % 十 1 个 元 线性 相关 ， 那 未 (7: 瑟 一 %， 因 此 亡 的 元 数 就 是 维 数 
了 .要 证 明 这 个 性 质 ,我 们 需要 下 面 的 定 法. 
定理 1 假定 澡 个 未 定 元 ly ”人 症 的 齐 次 线 方 程 组 


rm 
2 0 0, 二 二， 纪 ， bi 


中 系数 qu 都 是 体 F 中 元 ,并 且 m> my 那 林 在 玉 中 ,这 方程 组 有 不 
完全 都 苦 零 的 解 . 
证 明 我 们 对 Ww 用 归纳 法 来 证 曲 ， 
当 吏 =1 时， 定理 显然 成 立 ， 假 定 台 -1 时 定理 成 并 ,我 们 命 
A 划一 十， 吕 ，。……， 22 ， 
如 果 所 有 前 an 一 0, 定理 显然 成 立 ， 因 此 我 们 可 以 假设 &x#0. 于 
是 线 方程 组 
==, 下 一 0， in 一 0 
的 任意 解 郁 是 线 方 程 组 
hi=0, 和 一 Goiaid 有 一 属 ， 
的 解 , 反 过 来 也 成 立 . 性 线 方 程 组 
adit —0, ,Indnmnani=0 
只 有 nn 一 4 个 未 定 元 加: 2 方程 的 个 数 是 mm 一 1， 出 归纳 法 的 
假设 ,在 下 中 , 它 有 不 完全 是 零 的 解 zi 一 as,$ 一 2,…, 有 加， 于 是 


一 1 
人 一 ~ un 


一 GE 一 


2 i ten 
就 是 大 一 0 全 一 1 2 …， mw) 在 天 中 不 完全 是 零 的 解 ， 因 此 定理 得 
证 . 
”定理 多 假设 % 个 包 吉 ， Ue, …; 加 是 下 关于 五 的 谨 , 那 末 丰 
让 任意 #+I 个 元 关于 五 线性 相关 . 

和 证明” 假设 加; V2, …， ant 是 y 中 任意 % 十 1 个 元 ， 


d= Bl iets 二 -二 Wnt 了 一 二 ， 必 ， ey 十 十， 
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我 们 的 问题 是 在 吾 中 能 否 有 不 完全 为 零 的 % 十 1 个 元 各， 各， 和 
briy 使 

bi 二 avs 十 十 Dntidnri 一 个 
我 们 把 这 式 写 成 


Sa A » wN SS 
立 0 一 这 : 疡 on 一 袜 (全 撤 订 Ju 
由 定理 1, 齐 次 线 方程 组 
was=0, j=1, 2, ,Rn, 
在 了 中 有 不 完全 是 零 的 解 , 假如 我 们 挑选 六 ,ze，…，2 就 是 这 
n+1 
不 完全 是 零 的 解 ， 却 示 疡 bi 0, 因此 DVI Va ys Wnt+1 线性 相关 ， 


所 以 定理 成 立 . 
十 基 我 们 有 
定理 3 六 的 和 疝 量 空间 上 关于 挟 的 底 的 元 数 等 于 维 数 


i EY), 

下面 是 关于 维 数 的 一 个 重要 关系 . 

定理 全 假如 六 十 体 的 向 量 空间 ,五 是 吾 的 子 体 ,如 果 玉 
关于 五 是 有 穷 维 , 那 末 天 关于 下 以 及 攻关 于 了 者 是 有 穷 维 . 反 
过 来 ,如果 关于 关 是 有 穷 维 , 琴 关于 下 是 有 穷 维 , 那 末 六 关 
于 五 机 是 有 穷 维 , 并 且 

TR) 一 (下 1)( 开 :而 ) 

证 明 假如 上 关于 五 是 有 和 穷 维 , 国 为 下 二 加 所 以 太 关 于 下 
也 是 有 穷 维 .、 百 假 定 # 是 VY 中 非 零 元 ， 显然 所 有 撒 状 象 wu，xE 
长 的 元 形成 的 于 空间 让 ww. 国 为 了 关于 耳 是 有 和 穷 , 所 以 及 ww 关 
于 让 也 是 有 穷 . 合 tt; aa en 赴 瑟 % 关于 五 的 底 , 那 末 

GUS= md +t dod and, 


也 就 是 说 ， 


向 是 空 间 , 代数 139 
(0— {m0 十 Gas 十 …… 十 Ge 一 0 
于 是 
如 一 嫩 ICTE 十 砷 303 十 十 人 o 
因为 Hl fu, ,Hm 显然 甘于 五 线性 无 天 ， 所 岗 e@， a, ”3 tm 是 
五 关于 五 的 底 , 这 就 是 说 , 区 关于 站 是 有 穷 的 , 因此 定理 的 前 段 
成 立 . 直面 我 们 灶 证 明定 理 的 后 段 . 
人 很 如 (FF: 下) 一 2 二 ta 是 下 关于 下 的 底 ; (KK: = 
9， to， mw 是 五 关于 五 的 底 , 那 末 nan 个 元 
电击 六 =]， 2， 2 Ts 4=1, 2, "次 ， 
是 六 中 关于 娘 线 性 无 关 移 元 。 这 是 因为 ,如 果 
> > cyvatj— (% eu) w=0, cs€F, 
j=] 尝 1 了 1 “fl 
因为 而, ts, my ts 关于 大钱 性 死 关 ,所 以 我 们 有 
Blo ~0, j=1, 2, " 
又 因为 出 1 Boy ,Tm 关于 是 线性 无 关 ， 所 以 
ci=0, 2=1, 2 my j=1, 2, , n, 
再 假如 we 是 也 中 和 任意 元 ,内 为 入 是 玉 关 于 的 底 : 所 以 
«~ Yan EE, 
又 因为 多 是 关于 玉 的 底 , 所 以 
ow 一 六 Puy, 
因此 a doves. 
这 就 是 说 ,中 任意 元 基 ww 的 线性 组 合 ， 因 此 oue 是 人 关于 也 
的 底 , 所 以 (FV :下 ) 二 wnr， 于 是 定理 前 后 眉 成 立 , 因此 定理 成 并 . 
假如 (VY: 机 一 1, 并 且 六 旦 玉 , 那 末 六 一下， 这 是 因为 ,中 任 
意 非 零 的 乒 静 是 了 甘于 所 的 虎 ， 因 此 如 桌 我 们 取 妃 的 单位 元 


rr Cr 
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做 底 ， 那 未 太一 六 ,se 一 互 ， 于 是 由 上 面 定 理 我 们 又 得 知 。 候 如 世 己 
记忆 忆 如果 下 :机 一 (区 :可 )， 那 来 ( 广 : 羽 ) 一 1 因此 太一 并 ， 如 
果 仇 :了 一 (FV:R), 那 未 (区 :FF) 一 1 因此 KK=F. 

我 们 知道 也 前 代数 单 扩 张 体 五 (oe) 与 了 (有 关于 五 是 问 值 时 ， 
a,B 不 一 定 是 玉 [] 中 同一 既 约 多 项 式 的 零点 ， 假 如 a 在 (8B) 的 
象 是 a， 那 末 (@) 宇 Fie), 于 是 F(a) :可 一 (8(8): 如 ,但 
0) 三 吉 ( 人 ,所 以 户 (a') = 下 (9). 这 就 是 说 , 互 (人) 有 这 样 的 本 原 
泥 a, 它 是 了 iz] 中 a 所 适合 的 既 约 多 项 式 的 私 点 ， 

在 定义 工 中 ， 素 中 元 e 与 六 中 元 ww 的 乘积 我 们 是 把 a 写 在 w 
的 左边 ,所 以 这 时 我 们 又 叫 玉 做 下 的 诺 向 量 空间 ， 想 如 我 们 把 下 
中 元 写 在 六 中 元 的 右边 ,我 们 就 虹 玉 做 了 的 右 向 量 空 间 , 这 时 上 
面 的 结果 都 能 够 同样 证 明 - .一 成 立 ， 

上 上 上面 是 介绍 向 量 空 间 的 基本 概念 和 性 质 ， 很 多 是 在 线 代 数 中 
”我 们 所 熟 策 的 ,下面 我 们 六 介绍 代数 , 它 是 特殊 的 向 量 空间 . 

假定 可 换 体 下 的 nn 维 向 量 空间 4 是 环 , 并且 
【了 dun 二 【Ga 省 一 中 fm) 8 和 部 wm 有 
那 林 44 叫 做 环 的 大 次 代数 ,或 简单 地 叫 微 代数 , 丈 叫 做 4 的 基础 
体 ， 代 数 基 体 时 又 到 做 可 除 代 数 . 

璧 如 高 斯 数 体 是 有 理 数 体 的 2 次 可 除 代 数 ， 复 数 体 是 实数 的 
次 可 除 代数 ， 四 元 数 体 是 实数 体 前 4 次 可 除 代数 ， 假 如 群 号 的 
元 数 是 mn， 那 末 群 环卫 (是 加 换 体 下 的 次 代数 ， 人 多 矩阵 环卫 
是 政 的 中 次 代数 . 任 -- 体 如 有 果 关 于 包含 在 它 中 心 的 子 体 玉 是 有 
究 的 , 那 末 它 就 是 的 可 除 代数 . 

要 注意 的 是 ,代数 不 . - 定 包含 它 的 基础 体 ， 也 就 是 说 , 的 代 
数 4 不 -- 定 包含 太 ， 假如 4 和 包含， 那 末 下 包含 在 4 的 中 心 昌 
面 。 假定 4 有 单位 元 e， 显 然 4 中 所 有 形状 象 4e，a€ 户 的 死 形 
成 的 子 体 Fe 与 下 同 构 ,因此 由 8.3 的 控 补 定理 ， 我 们 可 以 把 下 
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看 成 4 的 子 体 . 这 衣 是 说 ， 有 单位 元 的 代数 包含 它 的 基础 体 , 所 
惧 可 除 民 数 包 含 它 的 基础 体 ， 
假定 44= 了 iw 十 Fus 十 … 十 Fy 是 玉 的 nn 次 代数 , 由 (人 ,我们 


有 

(aw) (bo oo (Hb) up, 
于 是 

Li n nt . _ 
《2 人世 aati] (om 一 全 aby) 。 
Ce Ee ye 
命 
{3) Ws 一 之 2g or， oP ER, 
近 

因为 ww) — SY ova = (Ty oc? us, 

-1 t=1 “8 一 工 

日 中 
(a) Ww = (> ope Ju 
f=1 “sa=1 
所 以 
1 [EE 六 中 =- = 

‘4) a cE = 之 co, 7, ,f=1, 2, .nN. 


反 过 米 ， 假 如 向 量 空间 4 二 Fu 二 Fits 二 十 Fw， 其 中 任意 两 元 
世 4826， 之 bmw 的 弱 积 起 由 (台式 来 规定 ， 并 则 表示 ws 的 (公式 中 
ot? 又 适合 (4 式 ,我 们 容易 证 有 明 要 是 五 的 代数 . 

于 是 代数 4 的 构造 由 下 中 适合 (入 式 的 中 个 元 o 一 意 决 
定 , 所 以 o 又 蔬 做 4 的 构造 元 素 . 

假定 和 4 是 了 的 代数 ， 如 果 召 基 相 的 子 环 , 并 有 又 是 五 的 代 
数 ， 那 末 呈 叫做 妹 的 子 代 数 . 代数 4 的 子 代数 如 录 又 是 把 44 看 
成 环 时 的 理想 子 环 ,就 岂 做 代数 4 的 理想 子 环 ， 显 然 代 数 4 的 理 
起 子 环 与 把 上 4 只 看 成 环 时 的 理想 子 环 是 有 区 虽 的 , 前 者 还 要 求 它 
是 子 空间 ， 在 4 有 单位 元 时 , 两 者 是 一 致 的 . 

一 个 已 知 可 换 体 的 代数 如 何 决定 ,也 就 是 说 官 的 构造 如 何 , 是 


ep A i eT HH ie 
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代数 的 主要 问题 之 一 ， 显 然 复 数 体 的 可 除 代 数 仍 然 是 复数 体 。 下 
看 我 们 来 讨论 实数 体 的 下 除 伐 数 的 构造 ， 

我 们 知道 , 实数 体 . 复数 体 及 四 元 数 体 分 别 是 实数 体 的 工 次 、 
2 深 及 4 次 可 除 代数 ,因此 我 们 要 反问 ,实数 休 的 可 除 代 数 是 否 只 
有 这 一 类 ? 1877 年 操 罗 宾 纽 斯 解答 了 这 问题 ,下 面 就 是 著名 的 弗 
鸭 宾 纽 斯 定理 . 

定理 和 ”实数 体 的 可 陈 代数 只 有 实数 人体、 复数 体 及 四 元 数 体 
三 类 . 

证 明 ”假设 五 是 实数 体 , 五 是 五 的 m 次 可 除 代 数 , 如 果 有 = 
1, 那 未 天 = 五 . 也 就 是 说 , 这 时 下 是 实数 体 ， 

如 果 ma> 工 那 本 五 中 有 不 是 实数 的 数 a, 这 a 当然 是 下 的 代 
数 丘 . 因为 天 [相册 梗 约 雪 项 式 的 次 数 是 芋 或 2 而 不 在 后 中 ， 
所 以 FIz] 中 所 适合 的 网 约 包 项 式 的 次 数 是 2. 我 们 假定 这 县 
约 才 项 式 是 

PF 十 9 一 0， Pp, 9 都 是 实数 ， 


因为 它 没有 实 根 ,所 以 g 一 如->>0, 合 

9 -= > 是 实数 ， 
me 
有 六 一 -1， 即 了 满足 既 约 方程 妇 ~ 1， 于 是 丈 ( 全 是 如 的 2 次 
体 ， 如 果 % 一 2, 那 末 严 一 已 二 ,因为 丸 ( 扩 显然 与 复数 体 辕 构 ,所 
以 这 时 K 是 复数 体 . 

如 果 w>2， 我 们 来 证 明 玉 中 包含 有 四 元 数 体 ， 因 为 这 时 到 
中 除 五 18) 外 还 有 元 素 ,同上 面 一 样 ,假定 入 是 其 中 一 元 , 那 未 由- 
一 1， 下 而 我 们 来 计算 饮用 jaf， 因 为 尼 中 任意 元 是 丈 [a] 中 
次 多 项 式 的 零点 ,当然 ij 5 一 各 也 是 如 此 ， 干 是 我 们 有 
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(5) 人 
人 一 和 3 一 一 2 一 和 一 说 一 5 一 加) 十 中 
这 里 &, 5, st, 都 是 实数 ,将 上 面 两 式 相 加 , 即 得 
一 和 一 (十 本 站 十 (站 一 站 和 十 十 办. 
因为 知 不 在 去 ( 人 中 ,所 以 1 % 加 关于 五 钱 性 无 关 , 因 此 
sate-0, a-e=0. 
于 是 4 一 0, sc 一 0， 因 此 由 (5) 中 第 一 式 即 得 
1 
2 
再 根据 (6) 式 ,我 们 米 求 四 元 数 体 中 的 了 ， 命 下 一 加 十 站 我 们 
就 有 


(6) 到 0 十 加 3 一 27， 一生 (十 2) ， 


SE 
但 jo 十 有 各 一 要 二 一 二 十 六 
必须 是 一 个 负数 ， 即 j?<.0, 因为 不 如 此 ,六 是 实数 , 那 术 1 交加 就 
线性 相关 。 这 与 假设 不 合 ， 命 人? 一 一 古 ,，s 是 实数 , 就 有 j 一 上 上 了， 
这 时 ， 


并 且 字 十 苍 = 二 (时 十 和 一 0 邯 亲 一 郑 ， 设 和 一 订 , 得 地 一 一共 
一 上 , 再 册 计算 容 和 得 知 
六 一 一 1， 毅 一 一 摇 一 j，。 广 二 一 种 二 
又 1. 2 ,上 开 线 性 无 闫 ,这 是 因为 ,如 时 
= 十 二 5 ， Gy Vb, 0 是 实数 ， 
用 “无 乘 ,好 得 
=ui— biet=a -bota tote) 
一 00 一 卢 十 说 十 B06 十 039，, 


a A 
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因为 1, 了 线性 无 关 , 所 书 吕 = 一 4， 这 与 6 是 实数 的 假设 不 合 ， 
因此 下 含有 由 所 有 四 元 数 十 总 十 村 十 天 4， 6, 2, 49E 了 ,形成 的 
内 元 数 栖 和 做 它 的 子 体 , 如果 % 二 4, 那 末 信 就 是 四 元 数 体 . 

最 后 我 们 来 证 明 m 志 4. 假如 ?>44 那 末 吾 中 又 有 元 六 = 一 1 
并 且 它 与 1 了，%j, 包 线性 无 类 ， 同 (全 式 一 样 ,我 们 有 
贸 十 配 一 4， 认 十 了 一 Bb， 好 十 本 一 5c， 4a， b,c 是 实数 ， 
于 是 。 该 一 人 jj 一 诈 =0j 一 2 一 裕一 0j 一 要 十 统 


aj— bi 二 =aj bite 了 h， 
因此 
qf— hetom2h. 


册 寿 颖 , 即 得 

好 8 十 站 十 (一 一 -27， 
这 与 % 2 线 福 无 关 的 假设 不 合 ， 所 以 wh 不 能 大于 4 于 是 定 
理 得 证 . 

此 外 ，1932 年 亚 尔 怕 脱 (六. 态 , 和 lpert，1905~) 及 哈 绥 { 耳 . 
Hasse, 1898~) 站 证明， 关于 代数 体 的 可 除 代数 是 正规 可 除 牧 
数 ”. 再 1933 年 曾 郧 之 (1896~1940) 曾经 证 明 , 曙 数 悼 妇 (o) 的 可 
除 代 数 具 有 日 (0) 自身 下 这些 都 是 有 价值 的 构造 定理 . 

很 如 到 是 可 换 体 ,zx …， an 是 适合 条 件 

全 二， 一 一 jt， 名 天 地 
的 元 ,由 名 8.5 我 们 把 训 ， wo， …, 纪 陆续 添加 于 二 新 得 到 移 下 扩 
张 环 亲 L] iwJ… Dl 是 阁 的 代数 ,叫做 克 里 扩 德 CW.EK. lifford, 
1845 一 1879) 代数 . 显然 ，23 个 元 ww， Wt， zt 是 它 的 


下 低 如 马 是 可 斤 栖 下 的 疏 数 ,e 是 它 的 单位 元 ,如 突 如 的 中 心 是 了, 也 就 是 说 ， 
如 染 玉 是 要 的 中 心 , 那 末 吉 刑 敌 坟 的 正规 代数 。 正规 代数 是 可 队 代 数 时 ， 史 做 正 规 
可 腺 代数 .因此 四 元 崔 体 呈 实 数 体 的 正规 记 除 代数 。 
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底 ， 关 于 这 类 代数 ， 李 华 宗 (1 中 T 一 1949) 曾 做 过 比较 全 面 的 研 
完 ， 

在 代数 中 ,假如 把 它 的 乘法 结合 律 这 个 条 件 控 去 , 那 末 它 就 叫 
做 非 结 合 代 数 . 因此 和 非 绪 合 代数 虽然 对 乘法 也 是 闭合 的 ， 倡 不 再 
基 环 了 ， 与 这 相应 ， 上 而 我 们 介绍 的 代数 ， 因 为 它 满足 乘法 结合 
律 , 记 以 我 们 又 常常 叫 它 敌 结合 代数 . 

假定 4 是非 氏 合 代数 ,对 于 4 中 任意 元 5, 5, c, 如 果 

b=ba, (30)a— (0a), 
那 来 和 4 叫 化 约 当 (C. Jordan, 1838 一 1922) 代数 ; 如 果 
ab——ba, GDc) 十 加 (PE) +etad) =0, 
那 林 4 叫做 李 (M. 8. Jie, 1842 一 1899) 人 代数. 这些 都 基 在 非 结合 
代数 中 ,日 前 性 质 知 道 得 比较 包 的 代数 9, 


习 题 4.4 


1， 扔 设 瑟 刁 L 避 上 ,上 足下 的 有 究 次 体 , 试 证 (I; 本) 是 (区: 下 ) 的 因数 . 
假设 量 是 有 埋 数 体 , 试 求 入 4，w 3 ) 尖 于 外 的 次 数 . 

3. ， 和 如 玉 大 玉 的 有 穷 次 全 , 试 证 丐 中 任意 元 关于 下 的 次 数 是 (到 : 卫 ) 
的 因数 . 

4. 假如 五 旦 特征 数 为 4 的 质 体 , 左 是 让 的 % 次 体 , 试 误 玉 的 元 数 . 

5 斌 证 到 wi 7 一 1 2 7 是 全 年 阵 环 六 关于 玉 的 底 ， 

86， 假定 玉 是 有 型 数 体 介 的 2 这 代数 体 , 试 江 玉 一 日 CY a}, 这 里 4 起 
没有 相同 的 质 因 数 的 素数 .并且 当 4 地 6 时, QVn ) 半 旧 (CVD )- 

了 . 试 证 玉 的 代数 的 中 心 仍然 是 巴 的 代数 . 

3. 代数 是 可 除 代数 的 必要 充分 条 件 是 它 是 无 霍 因 子 环 . 

8. 试用 和 34 习题 3 计 明 :任意 没有 单位 元 的 代数 能 各 做 入 于 右 音 这 矶 
Mt 


. 假定 ， -| 是 外 合 伐 数 ， 其 中 性 意 丙 元 a b 的 碰 机 a 如 时 用 #0 二 
b+ ba ,村 那 林 44 是 约 当 代数 ,如果 并 对 乘法 不 是 可 换 ， 6 用 wxt- 邮 一 
pa 代 营 , 那 末 冯 就 征 事 代 歼 ， 
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前 面 介绍 了 扩张 蛋 的 基本 概念 及 基本 性 质 ， 并 且 讨 论 了 单 扩 
张 体 犁 掏 造 .此 后 各 叶 是 讨论 一 禹 扩张 体 的 构造 ， 主 要 蚌 代 数 扩 
张 体 的 构造 . 

假如 天 是 五 的 扩张 体 ，( 太 :让 一 mn, a 是 长 中 任意 元 , 那 末 
和 9 十 1 个 元 


和 
1, a 


线性 相关 ,因此 
coat = 
所 书 & 不 凶 项 式 
Ft) = 二 十 -二 Ca 

的 零 上 成， 这 议 是 说 ，K 中 任意 元 都 是 让 的 代数 元 象 这 样 的 玉 
世 张 体 ， 其 中 任意 元 都 是 五 的 代数 元 时 ,叫做 吕 的 代数 扩张 体 或 
才 的 代数 体 . 五 的 扩张 体 如 果 不 是 代数 扩张 体 , 就 叫做 五 的 超越 
扩张 体 , 或 五 的 超越 体 . 

譬如 复数 体 基 实数 体 的 代数 体 , 实数 体 是 有 理 数 体 的 超越 体 . 
体 忆 的 超越 单 扩张 体 是 五 的 趣 越 体 ， 

根据 上 了 上面 的 讨论 , 我们 有 

定理 工 可 换 人 处 下 的 有 准 次 扩张 体 是 素 的 代数 体 . 

二 是 也 的 代数 单 扩张 体 玉 ?是 也 的 代数 扩张 休 ，- … 般 ， 假 
站 ar 2 痢 基 至 的 代数 元 ,因为 如 的 代数 元 也 旺 瑟 的 扩张 体 
的 代数 元 ,由 和 4.4 定 三 4， 我们 不 难得 知 可 挽 体 记 (er …, nm 是 
下 的 有 穷 次 体 , 因 此 它 是 二 的 代数 体 ,所 忆 在 玉 的 可 换 扩张 体 中 。 
二 的 代 获 元 的 和 、 涛 . 积 、 商 仍然 是 下 的 代数 元 . 
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要 注意 的 是 , 上 定理 的 逆 不 成 立 ， 即 吾 的 代数 体 不 一 定 是 瑟 
的 有 穷 次 体 ， 警 如 所 有 代数 数 形成 的 体 是 有 理 数 体 包 的 代数 体 ， 
显然 它 不 是 入 的 有 穷 次 体 . 

假定 荆 是 体 玉 、 了 的 中 间 体 , 妈 下 己 5 己 F, 如 来 扩 是 万 的 
代数 体 ,显然 了 是 五 的 代数 体 , 工 是 了 的 代数 体 ， 下 面 就 是 它 的 
道 . 

定理 & 人 很 定 可 换 体 和 是 工 的 代数 体 , 工 是 下 的 代数 体 , 那 
未 是 下 的 代数 体 ， 这 就 是 说 ， 在 可 换 体 中 代数 体 这 个 性 硕 基 
适合 传递 律 的 . 

证 明 ”假定 ce 是 下 中 元 ，ao oa, -…，m 是 工 [w] 中 适合 的 
虹 约 多 项 式 的 系数 ， 因 为 荆 是 也 的 代数 元 ， 所 以 a 是 了 的 代数 
元 、 山 84.4 定 理 4 天 一 下 (ao em …, aw) 是 吾 的 有 穷 次 体 ， 十 
是 a 是 五 的 代数 元 ,因此 定理 成 广 . 

假定 可 换 体 玉 是 克 的 扩张 体 , 那 末 玉 中 所 有 三 的 代数 元 形 
成 一 了 体 ,我 们 用 荆 来 表示 .显然 , 它 是 扩 . 也 的 中 间 体 ， 并 且 基 
尺 中 所 的 最 大 代数 体 ， 这 时 K 中 除 工 的 元 外 , 任意 元 都 是 荆 的 
超越 元 .这 是 因为 ， 假 如 a 是 下 中 荆 章 代 数 元 ， 那 来 荆 (中 是 卫 ” 
移民 数 扩 张 体 ， 因 为 工 是 也 了 的 代数 扩张 体 , 所 以 工 (3) 也 是 五 的 
代数 扩张 体 ， 于 是 wa 是 盏 的 代数 元 ， 因 此 wE 玉 .得 这 样 的 卫 扩 
张 体 ,其 中 除 工 中 元 外 ,任意 元 都 是 工 的 超越 元 时 , 叫做 工 的 纯 
超越 扩张 体 ， 或 者 叫做 已 的 纯 超 越 体 ， 因 此 可 换 体 下 可 以 先 从 
古代 效 扩 张 到 工 ， 洁 从 工 纯 超越 扩张 而 成 ， 也 就 是 说 ， 任 意 扩张 
地 以 自 先 代数 扩张 再 越 越 扩张 而 成 . 


习 题 4.5 


41， 庆 宇 万 兴国 于 坏 在 中 任意 元 是 它 的 子 体 卫 的 代数 元 ， 滤 证 玉 是 卢 
的 全 厂 体 . 
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$ 4.6 分裂 体 , 正规 扩张 体 


我 们 知道 , 可 换 体 了 的 代数 体 站 中 元 都 是 己 [z] 中 多 项 式 的 
等 点 ,所 以 到 的 菜 此 性质 可 以 由 了 [sj] 中 内 项 式 的 性 质 来 确定 , 因 
此 在 讨论 乓 时 ， 我 们 可 以 从 至 [四 中 多 项 式 入 乎 .这 节 我 们 讨论 
五 的 两 个 特殊 的 代数 扩张 体 , 下 节 根 据 王 [ 四 中 多 项 式 零点 的 性 质 
把 了 的 代数 栖 来 分 类 . 

出 4.3 我 们 知道 , 了 [2] 中 任意 多 项 式 f(s) 存 下 的 基 扩 张 体 
下 中 有 它 的 零点 在 在 ， 因 此 在 区 中 了 (x) 有 一 次 因 式 ， 这 时 我 们 
也 说 它 在 玉 中 能 够 分 裂 ， 假 如 f( 人 在 五 中 能 够 分 裂 为 一 次 因 
式 的 乘积 ,我 们 就 说 它 在 站 中 能 够 完全 分 裂 ， 辟 如 系数 是 复数 的 
多 项 式 在 复数 体 中 就 能 够 完全 分 裂 . 

定义 1 假设 f(2) 是 也 [zj 中 凶 项 式 , 宫 换 体 过 是 下 的 扩 
体 ,如果 在 下 中 ,了 (2) 能 驶 完全 分 烈 , 即 

FP) = (La) (Fa) (ta), mEK, 
“但 在 尺 .五 的 任意 异 于 区 的 中 间 体 中 《假如 存在 ), f(%) 不 能 够 完 
全 和 分 烈 , 那 未 天 叫做 了 () 的 分 裂 体 . 
蔷 如 急 是 有 理 数 体 ,F(z) = 地 一 2, 因为 在 和 (vv 2) 中 ， 
f= sv) (+ v2), 
并 用 此 时 人 (~), 晶 没有 并 于 Q@CY 台 的 中 间 体 ; 所 以 凡 (Cv 3) 
是 了 (7) = 和 9 一 2 的 分 裂 体 . 

很 如 可 换 体 下 是 FP[z] 中 了 (%) 的 分 裂 体 ， 那 末 眉 就 是 由 万 
洪 加 了 (0) 在 天 中 所 有 誉 点 形成 的 体 ， 朵 此 天 是 刺 的 有 穷 次 代 
数 体 . 

定理 1 Fiz] 中 任意 多 项 式 了 (x) 有 分 裂 体 . 

证 明 假设 f(z) 在 了 [zx] 中 分 裂 为 凤 约 多 项 式 f.(2) 的 莱 积 ， 
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即 
FE) 一 产 ( 国 户 ( 罗 2)， 
如 果 天 (2 都 是 1 次 , 那 来 三 就 是 7 了 (人 的 分 构 体 ， 如果. 六 他) 的 次 
数 不 都 基 4 傻 如 户 ( 罗 0) 的 次 数 大 于 二 我 们 把 产 ( 二 的 一 零点 丘 添 
加 于 五 得 到 声 二 下 (on)， 在 本 [人 中 ，f 了 (2) 最 少 有 :个 1 次 因 式 
4 一 的 ， 因 此 了 了 人) 能 够 分 裂 为 工资 因 式 2 一 o 及 婚约 因 式 g(x) 的 
闻 程 , 即 
fT) 一 他 一 ogg ， 
如 果 Vit2) 都 是 芋 次 , 那 本 囊 就 是 了 2) 的 分 裂 体 ， 如 果 grt2) 不 者 
是 1 次 ,里 复 引 用 上 面 的 方法 ,因为 了 (8) 的 次 数 是 有 痊 , 所 以 在 玉 
药 扩 张 体 中 ,F 轨 的 工 次 因 式 只 能 有 穷 亏 个 , 因此 继续 浴 加 有 穷 个 
零点 四 后， 我 们 得 到 性 百 。 一 瑟 (o pp Gm) ， 在 Fw 中 , f(z) 能够 
完全 人 和 分裂, 因此 阜 理 待 证 . 

雪上 面 的 证 明 及 $4.3, 我 们 不 难 知道 任意 多 项 式 的 分 裂 体 不 
是 唯 - 的 ， 为 了 更 好 地 说 明 它 们 之 疝 的 关系 ， 我 们 先 介绍 下 面 一 
个 基本 概念 . 

定义 时 恨 如 蛋 玉 , 六 分 别 是 体 刀 ,五 的 扩张 体 , o 是 盏 ,站 
的 同 构 ,是 玉 , 二 的 同 构 ,如 果 

T(4) =o(8), CE 五， 
也 就 是 说 , 丈 中 任意 元 对 于 e, = 的 象 都 相同 ， 那 末 开 叫做 = 的 延 
长 , 闸 及 , 下 叫做 也, 六 的 延长 . 

当 六 = 五 , og 是 恒 等 映 射 时 , 7 就 是 下, 区 关于 五 的 同 值 , 因 
还 同和 值 是 延长 的 特例 . 

引 州 延长 这 个 概念 ， 我 们 得 到 下 面 比 人 $4.3 定理 8 更 广泛 的 
定理 . 
定理 2 假如 体 上 ,了 同 构 ,9(c) 是 五 io] 中 既 约 多 项 式 ,9 (em) 
是 疡 [2] 中 与 gC2) 财 序 的 多 项 式 ( 即 系数 分 别 是 ylz) 中 系数 的 
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象 )，w 是 g(x) 在 六 的 扩张 体 中 的 堆 点，a 是 9{2) 在 玉 的 扩张 体 
中 的 零点 , 那 林 瓦 (]， 玉 (fo 是 百 , 不 的 延 长 . 

证 明 首先 8 是 下 [2 中 轻 约 密 项 式 。 这 是 因为 ， 如 果 在 
其 [z] 中 ， 9lz) 是 可 约 的 ， 9 (4) = 1 (8) gs (2), 假定 加 (2)，gz(%) 是 
百 [ 四 中 分 罚 与 页 ( 鸭 ，gafz) 籽 庶 的 铬 项 式 ， 因 为 下 之 悄 ， 对 于 玉 
中 任意 两 元 的 和 及 积 的 象 源 分 别 是 它们 的 象 源 的 和 及 积 ， 所 坎 
8 (0 一 六 (gt 这 与 g2) 是 蜡 约 的 假设 不 侣 . 

峙 假设 如 , 到 的 同 构 皂 甩 中 元 和 变 成 所 中 元 刀 yt) 的 次 数 
是 mw 那 末 闷 (o 中 任意 元 可 以 写成 呈 sas， 玛 (中 任意 元 可 以 写 
成 全 aa 因此 下 面 的 对 应 0 

了 (ay -Hae > Saat 
显然 是 王 (ay 射 到 玖 (o9 上 的 映射， 并且 还 是 可 道 的 ， 如 果 我 们 能 
禹 证 时 = 是 形 (o 射 到 子 (上 的 同 构 ,内 为 ka) 一 cuEmn 十 是 
有 Fo 是 站 ,更 表 长 ,因此 定型 就 告 成 立 。 
假定 hla) = ba, 因为 
fia) 十 天 (ay = ‘(ath a mth, 


所 以 了 (oa thm) = Fo) ho). 
命 Frh(m) = 9 gs) +r (re), 
因为 对 于 吾 中 任意 元 @ 5, 我们 有 4 十 5&8，%=6， 因此 
下 (人 (me) 十 天 [2)， 
于 是 io)A(oD 一 人)， F(a)h(a) =7 (0), 
所 以 fo hia) =f a) hte). 
这 就 是 说 ,映射 0 是 下 (oa) 射 到 下 (q) 上 的 同 构 , 因此 8), F(a) 
是 五 , 吾 的 延长 ,所 以 定理 成 立 ， 


分 异体 ,正规 扩张 闲 151 

狐 在 来 讨论 分 裂 体 问 的 关系 . 

定理 8 假设 是 可 搁 体 , f(s%) 是 五 [2] 中 多 项 式 , ,到 是 
了 (2) 的 分 列 体 , 那 术 区, 民 关于 下 局 值 ,也 就 是 说 ,任意 多 项 式 的 
分 裂 体 队 问 值 的 外 是 唯一 的 . 

证 明 我 们 先 给 出 六 中 的 替 点 与 它 的 既 约 因 式 的 基 标 . 

假如 9) 是 子 ( 的 在 下 [9] 中 的 归 约 两 式 , 了 (Ge) 一 qg (2)9 (9) ,内 
为 了 (在 下 中 完全 分 裂 , 即 

大 一 (E01) (Te) Pon), 
所 以 LIE ~ (m0) (Ta) (EO— 0 ). 
假如 a 是 9 弛 ) 的 零点 , 那 末 在 单 扩张 区 (ae) 中 ， 
(一 oh) ea) 0 0) = 9 0 —0. 

因为 a 一 a 是 和 休 下 (9 中 元 ;所 己 在 a 一 a 中 必 有 是 零 元 的 , 壁 如 说 
a 一 四 一 小 我 们 就 有 a 一 a1， 这 就 是 说 , f(z) 的 分 橡 体 包 仿 它 欧 既 
约 因 式 y{z) 的 分 裂 体 . 

现在 我 们 来 证 明 本 定理 . 

假设 7 四 在 环 中 分 至 为 说 约 光 项 式 六 (下 ) 的 乘积 , 即 

Fr) = fm) Fatt) fn Ct), 

假 妇 fitt? 事 是 1 次 的 ,部 末 玉 就 是 fz) 的 分 绚 体 ,因此 这 时 定 旨 
成 立 . 假如 产 ( 码 不 都 是 1 次 ,二 (42) 的 次 数 太 于 1; 我们 命 ai;, or 分 
别 是 天, 玫 中 方 (中 的 堆 点 ， 册 定 于 也 了 (orn), 了 (on) 关于 五 同 
值 ， 假 如 三 fo) 是 jz) 的 分 烈 体 ,， 那 林 至 (o) 也 就 是 了 (xz) 的 分 列 
体 . 内 此 这 时 定理 成 立 , 假如 三 (ed 不 是 了 (好 的 分 烈 体 ,在 站 (an 
中 再 苦 fo 分 解 为 既 约 多 项 式 的 乘积 ， 重 复 引 用 上 面 的 方法 ， 国 
为 六 二 的 钦 数 是 有 穷 ， 面 五 是 由 五 添加 (2) 在 下 中 所 有 零点 
扩张 的 体 ,， 因此 继续 进行 有 穷 问 后 , 就 得 到 KK, 及， 显然 它们 关于 
站 辐 值 ,所 以 定理 得 证 . 

由 上 上 面 的 证 明 我 们 交 知 道 , 假如 下 一 六 (yas,，…， Qn), 郑 末 


re eh TE he rete re 
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下 一 (ay Uo, ar) ;并且 玉 , 尺 有 把 a 变 戌 关于 巴 的 同 什 . 
假如 六 [2 中 多 项 式 f 了 (xz) 的 分 弄 体 区 = am) 及 民 
一 下 (oa tw) 在 同一 包含 体 中 ， 那 末 区 ， 攻 不 只 关于 了 是 同 
值 ,而 且 是 相等 ,这 是 因为 在 这 包 合 体 中 ， 
FE) = 0a) Ta) 一 (一 6 (sO— 0a), 
根据 $3.9 定理 ,这 两 种 分 解除 顺序 让 是 一 致 的 , 负 此 下 ,页 是 
由 相间 的 元 洪 吉 于 罗 扩 张 的 体 , 所 以 天 一 至. 
由 定理 3 的 证 明 ， 我 们 还 可 以 知道 多 项 式 在 一 分 裂 体 中 如 果 
有 了 痉 重 零点 , 耶 未 在 任 一 分 裂 体 中 也 同样 有 了 吧 重 零点 ， 堆 点 的 相 
重 数 与 分 裂 体 的 选择 无 闫 . 
王后 我 们 介绍 了 分裂 性 ， 现 在 我 们 来 介绍 另 一 类 叫做 正规 体 
的 代数 扩张 体 . 
我 们 知道 在 了 (25) 的 分 询 体 中 ，f (6 当然 能 够 完全 分 列 ， 此 外 
还 有 了 哪些 客 项 式 也 能 够 在 其 中 完全 分 型 ? 
假定 医 一 玉 (oo em 是 五 [加 中 窗 项 式 郑 下) 的 分 形体 ,oa 是 
了 (加) 的 零点 ,9 (2) 是 玉 [5] 中 的 既 约 多 项 式 ; 它 有 一 -零点 BEK, 如 
果 户 是 yt) 在 长 的 扩张 体 中 任意 零点 ,下 面 我 们 来 证 明 8B'E 区 ， 
因此 92 在 疼 中 也 能 赵 完 全 分 裂 . 
我 们 知道 克 (B) ,有 (6 关于 首 同 值 ， 并 且 有 不 使 下 中 任意 
元 变动 而 把 局 变 为 的 同 值 映射 ， 假 如 我 们 把 f(z) 分 别 看 成 为 
五 (8) [x]， 了 (8 [对 中 杀 项 式 ， 于 玉 ( 有 ), 了 CB) 各 添加 (8) 的 
零点 1，…, Qn: 一 竺 引用 定理 2, 就 容易 得 知 下 C8) (op en) ， 
FB (0 4) 是 玉 (B)，F(B) 的 延长 ,并且 这 延长 把 叉 变 
为 5;， 只 是 它们 间 的 顺序 可 能 有 所 不 问 ， 因为 是 五 的 代数 体 ， 
而 是 下 中 元 ,所 以 刀 是 系数 为 隔 中 元 的 ，…, 加 的 多 项 式 
B=h(o, *, Qn. 


直 扩 (8B)， 上 (BB ) 的 同 构 关系 得 知 局 也 是 系数 为 中 元 的 oa，……， 
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tn 的 多 项 式 , 因 此 启 EFio…;Bn) ;所 玉 gl) 在 玉 中 完全 分 裂 ， 
这 就 是 说 , 假如 茎 约 包 项 江 y(2) 在 f(%) 的 分 裂 体 能 够 分 裂 , 那 未 
它 在 五 中 能 够 完全 分 殊 . 

上 面 基 分 异体 的 一 个 性 质 ， 五 的 任意 代数 体 不 一 年 都 有 这 性 
质 ， 一 般 来 说 , 我 们 有 

定义 3 假定 五 是 乒 的 可 换代 数 蛋 ， 并 甩 五 [ 叶 4 中 任意 既 芍 
多 项 式 ,如 果 在 下 中 能 够 分 型 , 它 在 五 中 就 能 够 完全 分 裂 , 那 末 
下 叫做 五 的 正规 扩张 体 , 或 简称 宙 的 正规 体 , 有 时 又 叫做 五 的 人 
鸭 瓦 体 . 

于 是 我 们 得 知 ， 玉 的 代数 性 六 中 任意 元 关于 五 的 其 纯 元 如 
果 仍 在 长 中 , 那 未 下 就 是 万 的 正规 体 , 这 与 $2.4 中 , 群 吕 的 子 
洛 豆 中 任意 元 的 共 辊 施 仍 在 豆 中 时 , 互 是 如 的 正规 子 群 的 性 质 
一 笋 ,但 要 注意 的 是 ,这 时 王 是 玉 的 扩张 体 , 而 五 却 是 性 的 子 

引用 上 面 害 义 ,出 前 区 的 讨论 , 我 们 有 

定理 罕 项 式 坏 扩 [zj] 中 任意 多项式 了 了 (2) 的 分 裂 体 是 玉 的 
有 人 帘 次 正规 体 . 

因为 玉 的 代数 体 关 于 玉 不 一 定 是 有 穷 的 ， 所 以 五 的 正规 体 
甘于 五 也 不 一 定 是 有 穿 次 的 ， 警 如 上 节 中 所 有 代数 形成 的 体 是 有 
旭 数 体 @ 的 正规 栖 , 它 关 于 电 不 是 有 穷 次 . 在 有 穷 次 时 ， 上 面 定 
理 的 道 定 理 也 是 成 立 的 . 

定理 5 假如 丘 是 不 揭 有 穷 次 正规 体 , 那 末 所 是 五 [四 中 某 
只 项 式 的 分 型 性 . 

证 明 因为 二 关于 六 是 有 窃 次 的 , 所 以 KK 是 深 吉 其 中 有 穷 
个 元 ar po 于 五 喷 成 的 体 , 即 

KR=F(a, -cn 。 

假设 产 ( 中 是 二 名 ] 中 零点 为 汪 的 腊 约 多 项 式 ， 因 为 扣 是 吾 的 正 
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规 体 ,所 以 疡 (z) 在 K 中 完全 分 裂 .于 是 了 (2) = 让 户 (o) 在 KE 中 
也 能 够 完全 分 裂 , 因此 是 了 (%) 的 分 裂 体 ,所 以 定理 得 证 . 

显然 也 的 有 穷 次 扩张 体 不 一 定 是 也 的 正规 体 ， 供 是 由 上 
面 的 证 明 , 我 们 可 以 青 扩张 使 它 域 为 的 正规 体 ， 也 就 是 说 ， 
在 天 前 扩张 体 中 有 包 售 且 的 正规 体 . 

添加 太 [z] 的 如 约 多 项 式 g(%) 的 一 个 零点 a 于 卫 得 到 的 体 
(a) -一般 不 一 定 是 9(2) 的 分 裂 体 , 因此 也 不 一定 是 的 正 舰 体 . 
如 果 下 (四 大 到 的 正规 扩张 体 ， 这 时 多 项 式 g(z) 叫 做 之 的 正规 式 
或 者 叫做 如 罗 瓦 式 ， 

下 页 我 们 来 介绍 正规 扩张 体 的 一 些 基 本 性 质 ， 这 些 人 性 质 与 
$ 2.4 中 关于 正规 予 群 的 非常 类 似 . 

由 $2.4 我 们 得 知 ， 五 是 群 如 的 正规 子 群 的 必要 充分 条 件 是 
4f 与 它 的 具 往 子 群 相等 , 与 这 类 似 ,我 们 有 

定理 6 假如 a 是 娘 iw] 中 既 约 多 项 式 g(z) 在 它 的 分 列 体 区 
的 零点 , om 是 玉 中 9 人) 的 任意 零点 , 那 术 体 (a) 是 下 的 正规 体 
的 必要 充分 条 件 是 六 (a) 与 它 关于 至 的 任意 共 轮 体 焉 foo) 相等, 即 

(四 一 下 (ay . 

证 明 ”假如 下 (是 才 指 正规 体 ,因为 必 是 g(z) 的 零点 ,所 
aEFie, 因 时 Fad Fn), (FO) :一 (F(a) :FY,， 所 
以 CE) (一 1 丁 是 玉 (a) 一 了 (a)， 反 过 来 ， 假 如 了 (ow) 一 
(a) ， 堵 末 玉 (o) 就 是 9(2 的 分 裂 体 , 记 以 了 (a) 是 总 的 正规 体 ， 
困 些 定型 成 立 ， 

我 们 知道 , 假如 万 , 都 明 群 余 的 子 群 , 并 生 9 己 玉 马 入, 如 
果 女 是 @ 的 让 坑 子 淮 , 那 林 开 也 是 玉 的 正规 子 群 ， 与 这 类 似 ， 
我 们 有 

定理 7 假定 环 忆 上 汉 忆 并 且 到 是 斑 的 正规 体 , 那 林 五 也 
是 工 的 企 规 体 ， 
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证 明 因为 K 是 了 的 正规 体 , 所 以 玉 是 下 的 代数 体 , 因此 
KK 也 是 上 上 的 代数 体 ， 再 假如 go 是 工 [ze] 中 诈 约 多 项 式 ，w 是 它 
在 区 中 一 零点 ,ji 人 to 是 吾 : 轩 中 零点 为 上 的 婚约 多项式 ， 南 84.3 
习题 6， 我 们 得 知 ytz) 是 8(2) 的 因 式 、 央 为 A( 志 在 中 能 够 完 
全 分 错 , 所 以 go 在 下 中 也 能 够 完全 分 列 ， 因 此 下 基 工 的 正规 
体 ,十 是 定理 成 立 . 
同 群 的 情况 一 样 ， 要 注意 的 是 , 在 上 面 定 理 中 ,虽然 上 卫 是 下 
的 正规 体 , 但 天 不 一 定 直 至 的 正规 体 ， 譬如 得 是 有 理 数 体 , wm 是 
1 的 哑 立 方 确 , 著 林 
QO oo) DN WV YT) OQ, 
这 时 久 (s 2 ,由 是 多 项 式 品 一 2 的 分 弄 体 ， 所 以 它 是 所 的 正规 
体 ， 但 已 (ws) 不 是 日 的 正规 体 . 
此 外 , 还 要 注意 的 是 , 如 办 玉 是 工 的 正规 体 , 工 是 下 的 正规 
体 ， 那 末 长 也 不 - - 定 是 百 的 正规 体 ， 这 就 是 说 , 正规 体 这 个 关系 
是 不 适合 传递 律 的 ， 辟 如 昌 古 有 至 数 体 , 因为 
QD C2) EY, 
显然 外 (必定 ) 是 久 ( 了) 的 正规 体 ,， 多 {Nv 2) 是 包 的 正规 体 ， 但 
急 ( 必 2 不 是 双 竟 正规 体 . 


习 题 4.6 


， 试 求 多 项 式 于 一 并 一 %w 一 2 关于 有 了 理 数 体 的 分 橡 体 ， 
， 斌 证 和 多项式 必 二 4 让 十 83 是 宪 理 数 体 的 正 舰 式 . 
， 试 还 下 的 2 六 演 是 所 的 止 衣钵 . 
， 斌 丰 百 [区 外 吕 训 多项式 的 分 裂 体 关于 下 的 次 葡 不 能 人 于 吕 1 ， 

5. 假如 殷 关中 左 节 淘 个 多项式 的 零点 都 江 圳 于 五 , 得 多 的 体 起 是 如 
的 工具 人 笨 ， 如 和 何 证 明 ? 

6， 这 证 整 隶 数 3 次 党 焉 式 成 为 用 理 数 体 的 正规 式 的 必 昌 充分 宗谷 是 。 
它 的 判 四 蕊 是 有 型 数 的 平方 ， 


中 民 池 
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$4.7 可 离 扩 张 体 , 不 可 高 扩 张 体 


代数 扩张 体 与 它 所 添加 的 代数 元 有 关 ， 而 代数 元 又 与 它 所 泛 
合 的 路 约 多 项 式 有 关 , 但 既 约 多 项 式 有 的 有 重 零点 ,有 的 没有 重 零 
点 ,这 节 我 们 就 这 西 种 情形 来 讨论 代数 扩张 体 的 构造 . 

我 们 知道 ,在 普通 代 教 中 既 约 多 项 式 是 没有 重 零点 的 , 现在 要 
间 ， 如 果 瑟 是 任 喜 可 换 体 ， 环 fo] 中 既 约 多 项 式 了 (w) 是 否 有 重 夫 
点 ?因为 多 项 式 零 点 的 重 数 与 它 的 分 裂 体 的 选取 无 关 , 因此 在 讨论 
这 问题 时 ,我 们 就 可 以 不 考虑 它 所 在 的 分 裂 体 . 

由 83.10 我 们 得 知 ,f(z) 有 重 堆 点 的 必要 充分 条 件 是 了 (2) 与 
尹 Gc) 有 次 数 大 于 零 的 公 因 式 , 但 虐 约 多 项 式 不 能 与 较 低 次 多 项 式 
有 次 获 大 于 零 前 公 因 式 。 因 此 醋 约 多 项 式 f(z) 有 重 零点 的 必要 
充分 条 件 是 f(z) 一 0， 

假设 既 约 多 项 式 了 (2) = 人 oo 如果 疡 (一 > tau~ 那 末 

ba 一 0， 2=1, 2 
当 也 的 特征 数 是 零 时 ,我 们 有 
人 一 和， = 2 
于 是 7(z) ao， 因 此 人) 是 不 [四 中 可 道 元 ， 这 与 Fa) 是 既 约 的 
假设 不 合 ,所 以 疡 (a) #0， 因 此 这 时 既 约 多 项 式 7(z) 没有 重 零点 . 
当 六 的 特征 数 是 时, 如果 wz0， 我 们 就 有 
i=0(p), 
因此 
fF) Rt rr + opt 

也 就 是 说 ， 这 时 了 (zw) 是 w? 的 多 项 式 . 反 过 来 , 如 朵 了 (z) 是 2? 的 
多 项 式 , 那 来 "(x) 一 0, 因此 它 有 重 零点 ， 于 是 我 们 有 
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定理 可 换 体 丈 的 特征 数 姐 果 是 零 , 那 末 五 [可 中 既 约 多 项 
式 没 有 重 零点 ; 如 果 是 P， 屠 末 所 [z] 中 了 既 约 多 项 式 有 重 零点 的 必 
要 充分 条 件 是 ; 它 是 2? 的 多 项 式 , 
十 是 在 特征 数 是 的 可 换 体 中 ， 既 约 多 项 式 有 的 是 有 重 伶 点 
的 .我 们 再 要 间 , 有 重 零点 的 , 它 的 零点 是 否 都 是 重 零 点 ? 
假设 既 约 多 项 式 了 (x) 是 2 的 多 项 式 ， 我 们 把 它 写 成 ffz) = 
Rat)， 如 果 (et) 又 是 me 的 多 项 式 , 那 末 了 (et) 就 是 x? 的 多 项 式 . 
现在 假定 fo) 是 se" 的 多 项 式 短 不 是 x” 的 多 项 式 , 我们 用 
Fa) 一 9 人 zz 
来 表示 。 因 为 f(z) 是 既 约 的 ， 所 以 g(z) 也 是 既 约 的 ， 再 假如 
g' (2) 一 0, 那 术 gC) 又 是 27 的 多 项 式 , 因此 了 (2) 就 是 29” 的 多 项 
式 了 , 这 与 假设 不 合 。 因 此 gz) 关 0， 所 以 这 时 既 约 多 项 式 g (2) 
没有 重 零点 . 
假定 g(g) 的 次 数 是 no， 首 项 系数 是 1(F 的 单位 元 )， 在 它 的 
分 裂 体 中 , 它 分 列 为 二 次 因 武 % 一 应 的 乘积 , 邵 
sg) [iy 8, 


因此 Fo 一 了 (ze 一 80， 
如 果 a 是 27 一 Bi 的 零点 ,也 就 是 说 af =BBi, 那 末 
B=0" a = (sg— od), 

二 是 f(z) T(z— od”, 
所 以 F(z) 有 me 个 于 蜡 的 零点 m，…, en。， 并 且 它 们 都 是 炉 重 零 
点 .因此 我 们 有 

定理 & 假定 可 换 体 加 的 特征 数 是 2， 丈 Fe] 中 既 约 多 项 式 
Frz) 有 重 零点 , 那 本 le) 的 零点 都 是 重 零 点 ， 并 且 有 相同 的 重 数 


1 


2 日 


oe ee 
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土 耐 9(9) 的 次 数 mw 是 既 约 儿 项 式 了 (tw) 相 异 霍 点 的 个 数 ， 叫 
做 f(z2) (或 00 的 缩减 次 数 ，Pr 是 了 (2) 零 点 的 重 牧 ,名 叫做 下 (2) 
(或 oa) 关于 下 的 指数 ， 显 然 ，f (+z) 的 次 数 是 mw， 次 数 % 缩减 次 
数 m 及 指数 正之 间 有 如 下 关系 : 

n—nop,. 

五 [Co 中 嫩 约 多 项 式 702) 如果 强 有 重 堆 点， 就 叫做 三 的 可 离 
多 项 式 , 在 则 就 吊 收 六 的 不 可 高 多 项 式 . 可 高 多 项 式 的 零点 岂 做 
可 离 元 , 不 可 离 多 项 式 的 零点 叫做 不 可 离 元 - 当 克 的 特征 教 是 零 
时 , 它 的 婚约 才 项 式 都 是 可 离 的 ,因此 三 的 代数 元 都 是 可 商 元 . 当 
五 的 特征 数 是 P 时 ,指数 是 堆 的 既 约 多 项 式 是 可 离 的 , 既 约 多 项 式 
是 不 可 离 的 必要 充分 条 件 是 : 它 基 x? 的 多项式 ， 

假如 4 是 指数 为 上 的 下 的 不 可 亢 元 ， 那 来 a?”, lr 一 1， 
仍然 是 下 的 不 可 离 元 , 伺 a” 就 是 五 的 可 离 元 ,也 就 是 说 ,不 可 离 
元 “的 指数 天 是 使 到 成 为 可 离 元 的 最 小 正 整 数 ， 这 是 因为 , 如 素 
Fe) 一 pz 是 [后 中 适合 的 既 的 志 项 式 , 孝 末 操 "满足 92) = 
0, 即 gleam) 一 0, 但 gtz) 是 可 离 儿 项 式 , 所 以 or? 是 可 离 元 . 再 or 
满足 902 ) 一 0 因为 92" 是 醋 约 的 , 所 以 ge ) 也 是 既 约 的 ， 
双 因 为 gl(w*) 是 w? 的 名 项 式 ， 所 以 它 是 不 可 离 守 项 式 ， 因 此 a 
及 是 不 本 次 元 . 

青 假 如 太 荐 特征 数 p 的 可 换 体 ;, a*”E, 但 2™*ER, 那 末 多 
项 式 

FAT a) 

在 下 [2] 中 基 既 约 的 。 这 是 因为 . 如 果 它 是 可 约 , gf(z) 是 它 的 既 约 
因 式 , 因 零 点 重 数 是 了 的 星 , 所 以 gt2) 一 2 一 0 或 gv) 一 人 一 内 中 
th, 这 与 cz 二 的 假设 不 合 ,因此 时 一 到 是 醋 约 的 ， 

上 面 是 介绍 可 离 儿 项 式 、 不 可 离 过 项 式 的 概念 及 它们 前 基本 
性 质 , 现在 我 们 引用 它 来 讨论 代数 体 的 攀 造 . 
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体 艰 的 可 换代 数 体 , 如 果 其 中 任意 元 是 三 的 可 离 元 时 ， 就 时 
做 五 的 可 离 体 , 否 巾 就 叫做 五 的 不 可 离 体 ， 特别, 可 换 体 下 ,如 时 
它 的 任意 代数 元 都 是 可 见 元 ,也 就 是 说 ,如 果 五 [中 任意 虐 约 多 
项 式 都 是 二 的 可 离 式 时 ,叫做 完全 体 , 否则 叫做 不 完全 体 ， 显然 ， 
特征 数 是 零 的 体 是 完 金 体 . 完全 虱 的 代数 体 是 这 完全 体 的 可 离 体 . 
在 忽 数 体 中 ,可 离 体 是 重要 的 一 类 , 并且 和 常常 引用 的 体 很 宪 部 是 属 
于 这 一 类 . 

我 们 容易 知道 , 由 示 订 离 元 扩张 的 体 显 然 是 不 可 离 体 ,但 量 巾 
豆 离 元 扩张 的 钵 荐 否 就 是 可 离 体 ?下面 我 们 根据 映射 的 个 数 ( 定 理 
5) 这 个 重要 性 质 来 解答 这 问题 . 

假设 a 是 耳 [z] 中 购 约 儿 项 式 了 (9) 在 工 = 玉 (ea) 中 的 零点 ， 如 
果 ftz) 的 缩减 次 数 是 mm， 那 末 六 z) 在 它 的 分 异体 及 己 五 中 且 
异 的 mo 个 零点 ， 因 了 大 在 下 中 有 ”个 互 强 的 同 值 映射 , 但 是 在 
下 或 五 的 扩张 体 中 .三 的 互 异 问 值 映射 是否 只 有 这 mo 个 ? 

定理 3 假设 < 是 关于 五 缩减 次 数 为 mn 的 元 , 那 玉 适当 选取 
五 [中 的 扩张 体 ， 在 其 中 于 使 下 () 关 于 玉 的 同 值 映射 互 异 的 能 有 
mo 个 ， 但 不 论 太 (@j 的 扩张 体 如 何 选 职 , 寂 其 中 ,F(to) 关 于 下 的 互 
异同 但 映 射 不 能 多 于 no 个 . 

证 明 假定 fx) 是 下 4] 中 适合 的 茎 约 多 项 式 , 如果 F(a) 
的 扩张 体 选取 卫 ( 避 区分 小 休 ， 罗 然 在 其 中 六 (a) 就 有 mo 个 互 异 前 
间 值 映射 ， 但 在 下 f@} 的 任意 扩张 体 中 ， 了 五 (@) 关 于 天 的 任意 辕 值 
玉 射 把 变 为 同一 芍 多 项 式 f(z) 的 零点 ， 因此 把 天 (om) 中 任 
意 元 aw 变 为 之 aa， 也 且 是 说 , 把 五 (四 射 到 王 (ow， 这 映射 就 
是 上 上 面 mw 个 同 值 贞 人 第 中 把 & 变 为 ax 的 同 值 映射, 所 以 五 (本 它 
的 任意 扩张 体 中 不 能 有 和 铸 于 iw 个 关于 女 互 异 的 同 值 贞 射 , 因此 定 
理 成 立 . 

一 般 我 们 有 


a i TH a 


160 第 四 这 可 了 刚体 过 
定理 入 假设 K=Fi{a, "Wy ar] ， rs 是 关于 P= F (om, 3 
oa- 缩减 次 数 为 Ty 的 元 ， 光一， ”和 那 末 适当 选取 五 的 扩张 


体 ,在 其 中 瑟 关 于 忆 的 互 异同 值 映射 有 有 [mu 个 .但 不 论 KK 的 扩 
张 体 如 何 选取 , 在 其 中 KE 关于 万 的 互 异同 值 映射 不 能 多 于 全 mm 


个 . 
证 明 我 们 用 向 纳 法 来 证 明 . 当 n=1 时 就 是 上 面 的 定理 3, 
因此 这 时 定理 成 立 ， 现 在 假定 % 一 1 时 定理 成 立 ， 也 就 是 说 ,在 


1 前 适当 扩张 体 中 , ,关于 了 的 互 异同 值 映射 有 条 mm 个 ， 


但 不 论 如 何不 能 比 这 宽 多 ， 因 为 有 关于 也 的 任 一 同 值 映射 产生 
,关于 五 的 一 个 同 值 映射 , 因此 瑟 关于 罗 的 任 一 同 值 映射 可 
以 看 成 为 .1 关于 吾 的 同 值 上 射 的 延长 .现在 命 :是 瑟 ,- 在 
KK 的 适当 扩张 体 中 一 个 同 值 象 ,g(z) 是 了 ,1[z] 中 os 适合 的 既 约 
多 项 式 , 5(%) 是 机 [四 中 与 g() 对 应 的 多 项 式 ,总 是 在 的 适 
当 扩张 体 中 5(2) 的 任意 零点 ， 因 为 也, 二 ,所 以 ,1(a) 之 
Fao), 也 就 是 说 开 兰 忆 ic， 因此 对 于 加, 的 一 个 局 值 映射 
我 们 有 mu 个 如 此 的 延长 ， 但 不 论 如 何不 能 比 这 更 多 ， 于 是 在 忆 
的 适当 扩张 体 中 ,KK 关 二 万 的 二 异同 值 映射 有 站 mem 下 mu 
个 ,但 不 论 如 何不 能 比 这 更 多 ,因此 定理 成 立 . 

于 是 我 们 得 知 ,假如 天 一 瑚 (a1,…, ow) 是 瑟 的 代数 体 ， 那 末 
在 下 的 任意 扩张 体 中 ，K 关于 也 的 互 异 同 值 映 射 不 能 多 于 
(二 :下 个 ， 当 每 个 是 玉 1 一 也 (1 的 可 离 元 时 , 五 关 
于 五 的 互 异 同 值 映射 才 有 ( 尼 : 酌 个 . 

假定 在 (0) 的 适当 扩张 体 中 ， 思 (a) 关于 万 互 异同 值 映射 的 
个 数 等 于 体 的 次 数 (F(a) :所 .显然 a 是 五 的 可 离 元 ， 因此， 在 
也 (0) 的 适当 扩张 体 中 ,万 (a) 有 (加 (a) :了 ) 个 关于 五 的 互 异同 什 映 
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射 的 必要 充分 条 任 是 ,& 是 五 的 可 离 元 .一 般 来 说 我 们 有 

定理 上 在 下 =F(egy,…', oy) 的 适当 扩张 体 中 , 太 有 (KK :三 ) 
个 关于 五 的 互 异 同 值 映射 的 必要 充分 条 件 是 :om 是 

本 -1 一 百人 Ht) $=1, 2, ,nn 

的 可 离 元 . 

证 明 条 件 的 充分 性 已 经 知道 成 立 ， 下 面 我 们 只 用 归 冰 法 来 
证 明 必 要 性 ， 

我 们 知道 ， 五 关于 五 的 任意 同 值 映射 可 以 看 成 是 五 :+ 关于 
三 的 同 值 映 射 的 延长 . 根据 假设 ,在 五 的 适当 扩张 体 中 , 长 甘于 
所 的 同 值 映 射 有 (天 :到 个 因此 了 ,1 关于 二 的 同 值 映 射 有 
CF 4 下 个 ,并且 下 ,1 关于 卫 的 任意 同 值 映 射 有 (长: 六 1) 个 延 
长 成 为 所 关于 五 的 问 信 映 射 , 因为 不 这 样 ， 玉 关于 的 同 什 映 
射 就 不能 有 ( 瑟 :本 全 , 这 与 假设 不 合 ， 因 此 由 归纳 法 假设 ，m 是 
到 1 的 可 离 元 ;所 以 条 件 的 必要 性 成 立 , 国 此 定理 得 证 . 

要 注意 的 是, 五 关于 玉 互 异 的 同 值 映射 前 个 数 是 下 的 内 在 
性 质 , 它 与 的 选择 无 关 ， 现 在 我 们 来 讨论 上 面 提出 的 问题 . 

定理 假设 下 一 (a) oy 是 局 一 了 (oy os 
二 1,2, 和 的 可 离 元 , 那 林 及 是 三 的 可 离 体 ， 

证 明 由 定理 5 的 充分 条 件 ， 我 们 得 知 在 适当 扩张 体 中 ,下 
疾 于 五 的 互 异 同 值 映射 家 \ 开 :本 个 . 假定 8(=B) 是 下 中 任意 
元 , 我们 可 以 适当 地 选取 应 使 乓 = 有 08， pa. …， 有 ,根据 定理 后 
的 必要 条 性 ,8 是 了 的 可 离 元 ,因此 定理 成 立 . 

仿 如 台 征 交 的 可 离 元 ， 显 然 它 也 是 如 -1 的 可 离 元 , 因此 如 果 
ol pp tr 都 是 王 的 可 离 元 , 那 末 了 tar om) 是 王 的 可 离 体 , 这 
就 是 说 , 由 可 高 元 扩张 的 体 是 可 离 体 ， 于 是 在 卫 的 可 措 民 数 体 下 
中 ;三 的 可 离 元 的 和 , 差 , 积 , 商 仍然 是 也 的 可 离 元 . 

在 84.5 中 , 我 们 知道 代数 体 这 个 关系 是 适合 传递 律 的 , 可 离 


Ce i 
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体 这 关系 也 适合 传递 律 , 妈 

定理 了 假如 下 是 工 的 订 离 体 , 工 是 太 的 可 离 体 , 那 末 民 是 
二 的 可 离 体 ， 

证 明 因为 KK 中 任意 元 a 是 工 的 可 离 元 ; 假定 oi. …， ow 是 
堵 [z] 中 适合 的 既 约 多 项 式 的 系数 ， 因 为 它们 都 是 瑟 的 可 离 元 ， 
并 且 wa 是 王 fai oa 的 林 离 元 ， 由 定理 人 (oan, oo， 虽 基 
五 的 可 离 元 ,所 以 x 是 了 的 可 网 元 ;因此 定理 得 证 . 

假如 区 是 下 的 可 换代 数 体 , 那 末 在 五 中 , 所 有 下 的 可 腐 元 
形成 一 子 体 工 ， 亚 然 , 世 是 .下 的 中 间 体 ， 并 且 它 是 互 中 声 的 
最 大 可 离 体 ，( 开 :到 串 做 到 关于 瑟 的 缩减 次 数 ， 我 们 容易 得 知 ， 
天 是 百 的 可 离 体 的 必要 充分 茉 件 是 : 天 关于 五 的 次 数 ( 区 :等 
于 攻关 十 了 的 缩减 次 数 ( 荆 :下 ， 凤 :下 二 (LL: 了 F)。， 再 由 定理 
7, 我 们 容易 得 知 KK 中 除 地 中 元 外 , 任意 元 都 是 工 的 不 可 离 元 , 象 
下 这 样 的 荆 扩 张 体 器 艇 工 的 纯 不 可 离 体 ， 于 基 民 数 扩 张 可 以 由 
先 可 离 扩张 , 然后 再 纯 不 可 离 扩张 而 成 . 

航 如 环 的 可 换代 数 体 了 中 元 闫 杆 卫 的 指数 有 最 大 值 ， 那 末 
这 最 大 指数 :我 介 又 叫做 关于 五 的 指数 . 

假定 可 换 体 下 的 特征 数 是 p, 豆 一 三 to 如 果 a 关于 亚 的 指 
数 是 天 那 杰 下 关于 玉 的 指数 就 是 这 是 因为 ,KK 中 任意 元 可 
忆 写 成 六 ce， 由 于 a 及 ar 俐 是 吾 的 林 离 元 ,所 以 

(Bam = Dar Can)! 
也 是 二 的 可 离 抑 ,二 是 卫 aio' 关于 六 的 寞 数 不 大 于 因此 尼 中 
元 关于 瑟 的 最 大 指数 就 是 假如 下 中 三 的 最 大 可 离 体 是 工 ， 
那 末 ( 区 :一 ,内 此 
(E:T) = (LPF). 

这 是 因为 or 是 五 的 可 离 元 ,而 o 是 五 的 不 可 离 元 ， 即 erE 工 ， 
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如 了 所 以 , 过 一 在 [zx] 中 是 醋 的 的 一般， 假如 下 一 
下) 关于 吾 的 指数 是 刺 ， 显 然 玉 ，-… ,天 中 最 天数 
就 是 下 关于 五 的 指数 ， 肯 假如 三 是 到 中 耳 的 最 大 可 离 体 ， 那 
末 ( 玉 :加 一 21; 因 此 

(EK:FI— LiF)p, fh, 


这 里 让 是 天 关于 玉 的 指数 .这 是 因为 ， (Llo) : 世 ) 一 p", 假如 命 
L[z1 中 朗 约 多 项 式 4 一 a8 一 (2 一 6a)Y 在 工 (aa) [zz] 的 既 约 因 式 
是 4 一 ?一 (zt 一 oa) 入 太 ko, 那 束 ( 工 (ai，oa) : 工 (a0)) 一 pM 因 
此 {人工 (ay, 9a) : 荆 ) 一 p+， 再 这 样 继续 进行 , 最 后 我 们 有 (人 K :一 
P71, 这 里 了 = 在 十 有 十 下 十 所 ,显然 卫衣 ， 


习 题 4.7 


1， 起 定 下 是 星 特征 数 户 的 体 ， 是 未 定 元 . 试 证 多 项 式 yy? 一 在 FCFEyf] 
大 中 约 区], 评 目 . Cz 是 的 涉 可 离 体 ， 

2， 候 向 & 美 于 下 的 沸 米 中, 那 玉 97 关于 了 的 指数 迁 # 一 1 

3- 假定 凡是 特征 数 只 的 作 ， 产 2 一 站 好 是 天 [中 的 可 离 和 多 项 蕊 ， 试 
证 45) 一 Bapz' 也是 天 1 的 机 秽 多 项 下 。 央 尼 可 离 元 的 硅 意 如 次 宕 仍然 是 
直 离 亏 ， 


人 六 了 拓 伟 起 记 各 元 的 疡 乘 异 形成 的 体 是 下?， 添 汪 攻 是 完 

全 体 和 的 总 要 并 分 条 忻 丰 并 = 1 

ER 二 证 任 喜 完全 全 的 代数 体 是 完 宝 体 ， 任 意 涉 完全 体 的 及 沈 体 迟 不 
完全 伍 . 

6， 版 如 届 证 下 的 纯 示 订 离 体 ; 二 主 下 站 下 的 正规 体 , 并 有 是 作 他 - -扩张 
沫 中 ,下 关于 五 的 癌 构 映射 是 恒 等 蚁 射 . 

7 最 刘 天 是 硅 征 敬 问 的 作 ， 尖 和 臣 纯 党 项 趟 2 eeE 三 的 索 点 ， 试 证 
0) 是 六 的 纯 不 可 离休 ， 

8. 候 定 所 是 六 的 代数 体 .站 过 站 医 于 工 的 背 沽 并 丈 居 2， 上 美 
十 作 的 纺 丰 次 数 是 4,， 试 汪 攻 关于 上 的 缩 达 次 数 是 mn, 


a < i i 
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S$ 4.8 有 穷 次 扩张 体 的 单纯 性 


我 们 知道 在 扩张 体 中 ， 单 扩张 是 构造 最 简单 的 ， 有 的 扩张 体 
形状 上 虽然 不 是 单 扩 张 , 但 我 们 可 以 把 它 改 写成 单 扩张 , 这 样 在 讨 
论 时 很 多 问题 就 能 够 简化 ， 因 此 我 们 要 间 ， 怎 样 的 扩张 体能 够 收 
写成 单 扩张 ? 

我 们 容易 得 知 , 于 浆 演 加 两 个 超越 元 扩张 的 体 不 是 刀 的 单 扩 
张 ， 添 加 一 个 代数 元 及 一 个 超越 元 扩张 的 体 也 不 是 殖 的 单 扩张 ， 
此 外 , 五 的 无 穿 次 代数 体 显然 也 不 是 三 的 单 扩张 ， 因 此 单 扩 张 记 
就 是 本 原 元 , 只 有 在 有 穷 次 代数 体 中 来 讨论 了 . 

假定 天 是 五 的 有 穷 次 代数 体 ， 怒 困 玉 只 含有 窍 个 元 ， 那 末 
玉 了 世 只 合 有 穿 个 元 ， 在 下 节 中 我 们 就 知道 , 元 数 是 有 穷 的 体 是 有 
本 席 元 的 ,因此 在 这 节 我 们 假定 四 含 无穷 个 元 。 

下 面 是 本 不 元 的 一 个 充分 条 件 . 

定理 1 假如 入 = 也, 69， …'， 1) 是 卫 的 有 穷 次 可 斤 代数 
性 , as, *…, os 是 五 的 可 离 元 , 那 来 区 有 关于 丈 的 本 原 元 . 

证 明 ”我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 ”= 硅 时， 定理 显然 成 
了 

当 ?=2 时， 为 了 方便 ， 我 们 把 ww, os 分 别 写成 a, B88， 假定 
了 (8 是 交 [ 四 中 零点 分 别 为 a, 且 的 该 约 客 项 式 ,并 且 在 包含 
Fe) ,9 (2 的 分 裂 体 的 扩张 休 中 .我 们 假定 了 (9) 的 零点 是 qi 一 a 
902， Gr, 9{2) 的 零点 是 局 一 8B, Bo，…， 局 ， 因 为 BB, i 到 1 
所 以 对 二 任意 及 7( 关 1), 多 项 式 

o 十 各 二 一 上 十 3 
在 下 中 最 多 共有 一 个 零点 ， 但 户 中 会 无 穷 个 元 ， 因 此 下 中 有 不 
适合 这 式 的 元 ， 假 如 < 是 这 样 的 一 元 , 即 
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ma aB, jl 
命 ?了 一 aa 二 28, 于 是 
Piy) Era, B). 
如 果 我 们 能 够 证 明 8E ly), 那 末 4a 一 7 一 668E 了 CY), 因此 天 (a 
辣 一 了 FC(y), 于 是 Y 就 是 所 求 的 本 原 元 了 ， 
因为 89809) =0. fo) 一 7 一 20) 一 0， 
所 以 及 是 丽人) [4] 中 多 项 式 g(2), fCY 一 az) 的 公共 零点 ， 但 当 
?二 时 ,7 一 02; 关 wo 因此 
fry—aBn 0。 
于是 8 FCY 一 2) 在 CY) 中 只 有 一 个 公共 零点 8, 所 以 gC)， 
Ffy 一 sz) 只 有 一 个 工 次 公 因 式 z 一 6， 也 就 是 说 ，z 一 请 是 gf(2h 
(7 一 am) 的 最 大 公 困 式 . 再 因为 gao， 一 52 的 系数 都 在 
Pty) 中 ,因此 它们 的 最 太公 央 式 的 系数 也 都 在 五 (7) 中， 于 是 € 
;所 以 % 二 2 时 定理 成 立 ， 
假如 在 % 一 1 时 定理 成 立 ,; 命 天 (az，…， 0s- 一 天 oo , 那 末 
Blo oo, Cats Gn) — F(a, en) — Fy), 
这 就 是 说 在 % 时 定理 成 立 ; 因此 定理 得 证 ， 
璧 如 QV ，MV3) 一 Q@ (V2 +MV83), 其 中 忆 是 有 理 数 体 ， 
这 性 质 我 们 也 可 这 样 来 验证 , 因为 7 一 V+M3,7~1liv2 十 
9、/ 3, 所 以 2，w 3 都 能 通用 x 的 多 项 式 表 出 ， 
半 是 我 们 得 知 有 穷 次 可 离 体 是 单 扩张 体 ， 特 征 数 是 零 的 体 的 
有 穷 次 体 也 是 单 扩 张 体 ， 对 于 特征 数 是 ?的 有 游 次 体 , 我 们 有 
定理 2 假定 体 五 的 特征 数 是 玉 玫 是 玉 的 nw 深 可 换代 数 体 ， 
那 末 下 是 五 的 单 扩张 体 的 必要 充分 条 件 是 
用 一 ?ogg 
这 里 mw 及 上 分 出 是 六 关于 五 的 缩减 次 数 必 指数 ， 
证 明 假定 下 是 上 的 单 扩 张 体 ,五 二 toD), 记 是 a 关于 玉 的 
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指数 ， 也 就 是 五 关于 五 的 指数 , 工 是 区 中 下 的 最 大 可 离 体 , 由 
$4.7 我 们 有 i 区: 户 ) 二 ( 工 :证 丙 , 因 此 mn 一 nop*, 所 以 条 件 的 必要 性 
成 立 . 

反 过 来 ,假定 nn 一 mp*， 罗 为 工 是 也 的 有 寄 次 可 离 体 , 所 以 它 
是 五 的 音 扩 张 体 ， 我 们 傅 工 = 下 (a)， 上 再 假定 BB 是 外 中 关于 五指 
数 为 下 的 元 ， 那 来 ( 工 (9) :站 一 下 因此 忆 49) :本 一 mgr， 于 是 
五 一 工 (有 ,所 以 着 一 Ba 8 但 zx 是 加 的 可 离 元 , 出 定理 工 长 
有 关于 于 的 本 原 元 , 这 就 是 说 天 是 天 的 单 扩张 体 ,所 以 条 件 税 充 
分 性 成 立 , 网 此 定理 得 证 . 

下 面 基 关于 单 扩张 中 间 体 的 一 个 重要 性 质 ， 

定理 3 概 定 五 (@) 是 的 已 数 体 ,下 是 五 te) , 玉 的 中 间 体 ， 
那 末 下 是 天 的 单 扩 张 体 . 

证 明 当 玉 的 特征 数 是 零 时 , 定理 显然 成 立 ， 下 面 我 们 引用 
定理 2 谣 玉 的 特征 数 是 力 的 情 品 来 证 明 . 

假定 更 让 分 别 是 a 关于 五， 区 的 指数 ,X" 是 区 关于 六 的 指 
数 . 因为 亚 { 四 关于 五 , 到 都 基 音 扩张 , 出 定 建 2, 我们 得 各 也 ia) 
基于 者 玉 的 继 三 次 数 分 别 是 (FO :有 (BOD:K)p*, 于 
是 由 $4.7, 习题 8, 六 基于 了 的 缩减 你 数 是 (天 : 瑟 0 2 因此 
bo— hsb". 

如 时 我 们 能 驶 证 明 一 训 s%"， 也 毫 是 如 十 如 ' 二 ， 那 末 
站 一 姑 一 有 ， 于 是 由 定理 2, 区 就 是 五 的 单 扩 张 体 ,因此 定理 就 告 
成 立 . 

因为 ee 是 区 的 可 商 元 ， 我 们 命 了 (2) 是 下 [4] 中 a 适合 的 
可 痪 多项式 ,因为 (f(D) 一 gl) (a7) 一 0, 所 以 Var 一 
0, 冰 因为 了 (2?) 是 可 离 考 项 式 ,由 4.7 习题 3, 得 知 g(z) 也 是 可 离 
的 ,内 此 一 是 王 的 下 高 元 ,但 a 关于 五 的 指数 是 下 所 以 如 十 
"之 记 ， 于 是 定理 成 立 ， 
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习 题 4.8 
1. 斌 或 (V3， 以 2 ) 的 本 原 元 ,这 里 名 荐 有 理 数 体 . 
2， 谍 或 里 V2 的 本 原 泡 . 
1 1 
3 假如 zy 是 未 定 正 ， 试 证书 tr, 切 的 扩张 体 下 Crr，a5) 设 有 本 原 
元 , 这 建 靖 是 去 的 特征 数 ， 


$4.9 有 穷 体 
我 们 知道 元 数 荐 有 穷 的 体 叫 做 有 和 穷 体 ， 有 时 我 们 又 叫 敌 佑 罗 
瓦 域 ,这 节 我 们 讨论 有 穷 体 的 构造 ， 
假设 KK 基 有 闪 体 ,显然 它 包 含 的 属 体 下 也 是 有 穷 体 , 因为 特 
征 数 是 零 的 质 体 与 有 理 数 体 则 构 , 它 不 是 有 穷 体 ， 因 时 大 的 特征 
数 异 于 零 ， 我们 假定 长 的 特征 数 基 2. 
再 因为 芒 只 售 有 有 穷 个 元 ， 显 然 其 中 关于 焉 线性 无 关 的 元 也 
只 能 是 谋 穷 个 ,内 此 兵 关于 吾 是 月 穿 次 的 , 假如 (CK :一 nn, a 
让 攻关 于 玉 的 底 ， 那 术 玉 中 任意 元 能 够 一 意 地 表 成 下 面 
形状 ， 
EC 十 十 Quo ED, 
内 为 % 只 能 取 P 个 值 , 夺 以 人 象 上 面 形 状 的 放 二 异 的 只 有 个， 因 
此 到 的 元 数 9 一空. 
子 是 我 们 得 到 
定理 1 假如 长 荐 元 数 为 9 的 有 穷 体 ， 它 的 质 体 是 半 ， 那 末 
它 的 特征 数 厂 二 0, 计生 #4 二 V7 这 里 w= (区 :的 ， 
我 们 知道 元 数 是 有 穷 的 群 以 及 元 数 是 有 穷 的 环 都 不 一 定 是 呆 
搁 的 ， 辟 如 对 称 群 信 , 就 不 是 可 换 群 ， 仿 如 对 ==2 一 {Pp), Pp 是 质 
数 , 那 末 全 秆 阵 环 恕 , 也 不 是 可 换 环 , 但 是 元 数 是 有 穷 的 体 却 不 是 
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这 样 . 任意 有 穷 体 都 是 可 换 体 ， 这 结论 是 3905 年 魏 特 邦 tJ. 互 . 
M. Weilderhurn,， 1882~1948) 提出 的 ， 是 魏 特 邦 著 名 定型 之 一 . 
因为 证 明 比 较 麻 燃 ,我 们 把 让 明 放 在 这 节 后 面 ,在 这 里 我 们 党 承认 
这 个 事实 好 了 . 

假定 有 穷 体 五 的 元 数 是 9， 那 末 它 的 磁 群 的 元 数 就 是 一 1 
于 是 一 中 任意 非 零 元 a 的 阶 数 是 9 一 1 的 因数 ,因此 

m1=6, a*0, 

记 志 a 
最 热 a 一 0 也 是 这 洛 项 式 的 零点 , 这 就 是 说 , 在 元 数 是 9 的 有 穷 体 
中 ， 任 意 元 的 5 次 客 仍 然 是 它 自 身 ， 于 是 去 中 元 都 是 王 [ 困 中 多 
项 武术 一 wz 的 零点 ,因此 到 是 多 项 式 开 一 zx 的 分 列 体 ， 根 据 $4.6 
定理 3, 我 们 又 有 

定理 2 元 数 相 等 的 有 穷 体 是 同 构 的 ， 

我 们 知道 有 穷 体 的 元 数 是 质数 的 乘 才 ,反对 来 ,假如 如 是 任意 
质数 , 用 它 的 任意 正 整 数 突 p" 做 元 数 的 有 穷 体 是 否 存 在 ? 

出 和 4.2, 元 数 是 歼 的 质 体 大 是 存在 的 ， 从 环 作 至 E] 中 多 项 
式 f(2) 一 "一 Zz 的 分 裂 体 下, 假如 0, 有 8 是 Fo 在 五 的 零点 ， 即 
0a" 一 a 2 一 局, 那 末 

(a—B)"=ar— Br"~—a—B, 


并 且 当 8 关 0 时 ， 


CE -条 -和 
局 a” BB 
这 就 是 说 , 在 五 中 ,了 (的 任意 两 个 零点 的 差 及 商 仍 然 是 它 的 堆 
点 ,因此 五 中 了 (2) 的 所 有 准点 形成 体 ， 青 因为 

了 《2 一 Pa 一 2 一 一 多 
因此 了 (lw) 没有 重 零点 , 也 就 是 说 ， 扩 思 的 到 个 零点 是 互 异 的 ， 所 
以 下 是 元 数 为 的 体 ,于 是 我 们 有 
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定理 3 对 于 任意 质数 Pp 的 乘 才 天 , 除 同 构 的 外 , 只 有 唯一 个 
元 数 是 天 的 有 穷 体 , 也 就 是 项 轴瓦 域 . 

因为 - -个人 车 罗 吏 域 贝 它 的 元 数 唯一 决定 , 元 数 古 天 这 类 型 的 
愧 罗 瓦 域 我 们 用 了 Cp 来 表示 ,下 面 我 们 来 讨论 它 的 子 体 . 

假如 其 是 FEPpD) 的 子 性 ， 那 末 下 也 是 俩 罗 玩 域 . 因为 
的 特征 数 与 介 了 Cp 的 特征 数 相 辣 , 所 以 攻 的 特征 数 出 是 %, 因 此 
是 合 罗 饮 域 FCp™， 这 时 因为 砚 一 ( 慌 :站 ， 所 以 避 是 名 的 
因数 , 这 议 是 说 .GLP 的 子 体 只 有 人 象 GF (Pp") 这 样 的 ,其 中 心 是 
N 的 因数 ， 现 在 我 们 贾 问 , 对 于 mn 的 任意 因数 mr, GFCpPm 是 否 是 
CR 12 的 子 体 ? 下 面 的 解答 与 $2.2 定理 5 中 有 窃 群 的 情况 类 
人 |. 

定理 生 假设 mm 基 nn 的 任意 因数 ， 那 末 遇 (PY 中 只 有 唯一 
个 GFCp") 型 子 体 . 

证 明 因 因 说 基于 的 因数 ,所 以 

因 一 了 一 《有 一 1 了 二 和 十 和 十 了 十 二， 

于 是 2" 一 是 x 一 1 的 因数 ,因此 x” 一 上 是 zs" 一 + 的 央 式 ,但 
gr 一 必 在 各 下 [Pp 中 完全 分 裂 ， 所 以 2 一 z 在 GF (pW 中 也 完全 
分 慢 , 于 是 GFLPY) 中 和 包含 人 "一 ?的 yp"” 个 零点 ;由 这 六 个 稚 点 形 
成 的 子 体 就 是 人 徊 罗 瑟 域 9F.p")。， 再 因为 2” 一 在 全 PCP" 中 的 
分 异性 只 有 了 唯一 个 ， 因此 (PD 中 内 有 叭 一 个 全 LD" 型 子 体 ， 
所 以 定理 得 证 . 

于 基 我 们 得 知人 期 罗 二 域 吕 FCpY 中 于 体 的 个 数 等 于 nw 中 互 异 
正 因 数 的 个 数 .在 群 中 , 峙 环 群 的 构造 以 芒 它 的 子 群 的 个 数 是 已 到 
知道 了 的 , 与 这 类 似 , 在 笨 中 ,对 于 期 罗 瓦 域 , 这 两 个 问题 也 算是 解 
决 了 的 . 

后 面 我 们 需要 下 列 -- 些 性 质 ， 但 这 些 性 质 本 身 也 有 广泛 应 


i 
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定义 ”假设 。 是 可 换 体 了 的 单位 元 , 是正 整数 , 那 末 
f (0) -oe 
在 也 的 扩张 体 中 的 零点 , 叫做 也 的 次 单位 根 , 有 时 简单 地 叫 伏 
有 次 单位 根 . 

当 4 与 五 的 特征 数 互 质 ( 素 的 特征 数 是 零 时 ,可 以 是 任意 正 
整数 ) 时 ,因为 户 (z) =par 5 显然 了 (2) 没 有 重 零 点 ,因此 在 了 (2) 
的 分 裂 体 中 , 及 次 单位 根 恰 有 及 个 

在 $2.2 中 , 我 们 得 知 复数 体 中 “次 单位 根 形成 4 元 循环 群 
这 性 质 在 一般 可 换 体 中 也 成 立 . 

定理 5 。 假定 4 是 与 了 的 特征 数 互 质 的 正 整 数 ， 并 末 
在 的 适当 扩张 体 中 , 如 的 所 有 户 次 单位 根 形成 元 数 是 天 的 循环 
群 . 

证 明 假设 必 =% 1r 一 6, 那 末 

(ap "Be, 
因此 ?~e 的 所 有 零点 对 采 法 形成 -个 元 数 是 的 群 全 ， 我 们 把 


分 解 为 质数 的 箭 积 ， 阳 有 = 划 下 假如 在 中 我 们 能 够 找到 


阶 数 是 六 的 元 ,由 $2.2 习 题 5 w= 基 wu 就 是 G 中 阶 数 是 
的 元 ,因此 个 = (4), 于 是 日 就 是 循环 群 了 . 
由 83.10， 我 们 知道 次 多 项 式 在 可 换 体 中 零点 不 能 多 于 n 
个 ,因此 密 珊 式 
zip 
在 8 中 最 多 只 有 人 个 零点 ,十 是 Gf 中 最 少 有 一 个 使 bi ze 的 元 


由 pn 
6， 我 们 把 5: Ey 写成 wi El ,= bs 2 。 因为 wit = bt = 6, 所 以 由 


#22 可 题 3 4 的 阶 数 是 pi' 的 因数, 但 
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ap bi 8 
因此 a 全 关 e, <r;、， 于 是 gi 的 阶 数 是 下 所 以 定理 得 证 . 


由 上 面 的 证 明 ， 我 们 容易 得 知 忆 所 以 能 够 成 为 循环 群 是 因为 
其 中 满足 5 六 一。 的 元 不 多 于 生 个 、 反 过 来 ,假如 日 一 (a) 是 元 
循环 群 ，mm 是 的 任意 因数 ， 显 然 其 中 满足 x"=e 的 元 只 有 aa 
6 一 0, 1，…, 天 一 1， 央 此 呈 元 可 换 吁 好 是 循环 群 的 必要 充分 条 
件 是 : 对 于 的 任意 因数 四，G 中 满足 mm 一 e 的 元 不 多 于 痉 不 .在 
$2.2 中 我 们 给 出 了 循环 群 的 -个 必 室 在 分 条 件 ,这 时 我 们 又 得 到 
另 一 个 必要 充分 条 件 . 

阶 数 是 天 的 上 疡 次 单位 根 , 叫 艇 丰 次 末 原 单 骨 晓 ， 我 们 知道 , 候 
如 ae 是 下 中 无 次 本 原单 位 根 ， 那 末 几 是 天 次 本 原单 位 根 的 必要 
充分 条 件 是 品 与 大 互 质 ， 即 (om, 及 = 二 因此 , 在 下 中 访 次 本 原 
单位 根 的 个 数 等 十 wp( 甩 ， 

牙 注 意 的 是 ,假如 五 的 特征 数 是 p, 严 一 ?2 《9 区 =1， 因 为 
一 1 一 {24 一 1)**， 队 以 这 时 柬 没 有 阶 数 是 疡 的 单位 根 ， 也 就 是 说 
没有 记 次 本 原单 位 很 ， 因 此 如 果 吾 含有 无 次 本 原单 位 根 ， 那 来 大 
与 六 就 芋 质 . 

观 在 我 们 引用 上 面 的 结论 , 扒 得 下 面 伽 罗 吾 域 的 -… 些 性 质 . 

因为 GF(p") 的 秉 群 6 中 元 都 是 多 项 式 ze" -+ 一 e 的 零点 ， 用 
定理 5, 我 们 得 知 Q 是 循环 群 , 这 就 是 涪 有 穷 休 的 乘 群 是 括 环 群 ， 
这 是 有 穷 体 的 一个 重 昌 性 质 ， 由 上 面 循环 群 的 充分 条 件 ， 我 们 又 
可 以 把 这 性 质 推广 到 任意 可 换 体 , 也 就 是 说 , 作 意 可 换 休 的 乘 群 的 
有 穷 子 样 都 是 稍 环 群 ， 对 于 一 般 体 , 这 性 质 不 一 定 成 立 , 璧 如 四 元 
数 体 的 有 穷 子 祥 { 士 o， 士 写 土 刻 土 仙 就 不 是 循环 群 ， 但 是 也 有 乘 
群 的 任意 可 换 有 穷 了 群 都 是 循环 群 的 非 可 黎 体 #a， 

假定 苑 网 乒 域 CS 的 乘 群生 = 一 (了 刺 术 CE) 一 站 (on)， 
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因此 如 (op 关于 质 体 玉 有 本 原 元 ， 叉 因为 2"”" 一 没有 重 付 点， 
所 以 a 是 五 的 可 将 元 , 于 是 G8F(P) 是 质 体 下 的 可 离 体 但 
GF{p*) 的 任意 子 体 下 都 包含 下, 所 玉 GFtPD) 又 是 攻 的 可 离 体 ， 
因此 它 又 有 关于 下 的 本 愿 元. 
最 后 我 们 来 证 明 新 特 邦 定理 ， 
定理 6 次 穷 体 是 可 换 休 . 
这 定理 是 1905 年 瑶 特 郁 首 先 证 明 的 , 自 后 再 来 证 明 的 颇 不 入 
人 ， 下 面 所 叙述 的 是 i931 年 威 特 (EF. Witt) 提 出 的 一 个 初等 证 
阴 吕 321. 
我 们 先 介 绍 分 圆 多 项 式 的 一 些 性 质 , 以 备 引 用 . 
假定 厨 ,…, Exw 是 廊 次 复数 本 原单 位 根 , 那 末 
加 (2 一 修一 拉 
蔬 微 娘 次 分 园 多 项 式 、 由 计算 容易 得 知 ， 
PLE) 一 化 一 ， tlw) 一 水 十 1， 
patr) = 二 1 (Tr) 二, 
再 我 们 有 
2 —1—]gate), 


式 中 了 取 有 的 所 有 正 因 数 ， 这 是 因为 任意 次 单位 根 是 某 个 次 
本 原单 位 根 ， 反 过 来 ， 任 意 4 次 本 涯 单位 棚 都 是 廊 次 单位 根 ， 叉 
分 回 多 项 式 四 (中 的 系数 孝 是 整数 , 这 是 因为 ， 和’ (8) 一 2 一 的 系 
数 是 整数 , 如果 对 于 0082， 四 (zw) 的 系数 是 整数 ,由 53.5, 我 们 
得 知 用 首 项 系数 是 工 的 整 系数 多 项 式 TT $a (wz) 除 整 系数 多 项 式 
2 一 ] 得 到 的 府 加 人) 仍然 是 整 系数 多 项 式 . 
又 假定 了 是 不 小 于 3 的 有 理 数 ， 如 果 于 = 工 那 末 
($i) |=9—1; 
如 果 &>>1, 我 们 命 是 次 本 原单 位 根 , 即 
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28TF .2k 


过 一 CDS : 瑟 上 号 SiTt (k, RR)=1, 
因为 
[7~#|?= (9— cog 2 十 ain? 2 
= Dy cps 和 +1> (7 一 工 )3， 
所 以 17 一 &| >Y 一 营业 


因此 , 当 工时， 1 人 gi | -II [|g—# >g~1, 

贰 在 来 证 明 我 们 的 定理 . 

假设 长 是 有 旁 体 , 玉 是 它 的 中 心 ，( 疏 :本 一 n, 是 到 中 尾 
意 非 零 的 元 ; 灵 然 ， 长 中 所 有 与 e 能 够 交换 的 元 , 即 所 有 适合 

20—0r, FEK 

欧元 之 形成 - -个 体 荆 并 且 太守 开 二 我 们 容易 知道 ， 如 果 EE 
隔 , 闭 未 工 一 到 ; 反 过 来 如果 世 一下， 那 末 aE€E， 这 就 是 说 , a EF 
的 必要 充分 条 件 是 下 ， 假 定 下 的 元 数 是 9g， 那 末 下 及 工 的 
施 数 分 别 是 所 9 ， 这 里 4== CL: 了 Fy。 于 是 4lmw， 如 果 我 们 能 够 证 
明 tn， 那 末 革 = 区 ,因此 mE 六 ,于 是 玉 就 是 可 换 体 了 . 

我 们 用 反 证 法 来 让 明 ， 假定 &<m, 那 末 % > 二 我 们 把 区 的 飞 
群 分 为 若干 个 共 辑 类 , 我 们 知道 , 如 果 aEF, 那 未 o 自身 成 为 -- 共 


诬 类 , 如果 aEB, 由 $52.4 得 知 & 所 人 在 的 共 轻 : 
这 里 4w 十 是 


* 一 了 
"一 ] 一 9 一 1 十 革 全 一 一 
9 Y 一 1+ 亲 gr 


因为 南路 是 个 一 1 i 并 且 当 4<n%n 时 ， 它 不 是 9 一 1 的 辐 
数 ， 所 以 "一 1 及 地 :40 <n， 都 能 够 用 央 人 2) 整除 ,因此 ?一 1 


nh， 


i i ed he 
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也 能 够 用 小. 人 7} 整除 ,这 与 9 庆 2, 92 工时 ，|g 人 | > 一 的 性 后 
不 合 , 因此 w=4, 所 以 定理 得 证 . 

1945 年 页 柯 过 记 (NN. Jacobson, 1910~) 有 这 样 一 个 定理 假 
定 对 于 环 召 中 任意 元 ;我们 有 与 a 有关 的 整数 %(@) :>1 存在 ,使 
en 一 4, 孝 末 吾 就 是 可 换 环 ' 吕 ， 这 定理 可 以 说 荐 上面 魏 特大 定理 
的 推广 ，1954 年 灰 尔 司 顿 代 , N. Herstain, 1923~) 有 一 个 初等 证 
明 ，1971 年 温 沙 休 . WW. Wansley) 昼 有 一 个 初等 证 明 ' 加 上面 
的 南 柯 勃 逊 定理 是 环 为 可 换 坏 的 一 个 充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 ， 
1957 年 奉 杀 司 顿 又 给 出 了 -个 必要 充分 条 件 ，1959 年 富 永 久 帮 
人 927 一 对 这 有 所 推广 .1971 年 贝尔 (也 . EL. Bell) 又 有 推广 ”9 . 读 
玖 如 答 知 其 详 ,请 取 原 始 寞 料 参 考 . 


习 题 4.9 


1， 试 主旨 马 'P, PP. Fermat， 1601~ 1865) 定 埋 ， 


ar Cp), 

这 坚 5 是 质 散 ,4 是非 鹤 的 整数 ， 

3. 假如 下 是 畦 征 数 为 的 质 笨 ， 9 是 下] 中 砚 议 始 约 多 项 式 f( 台 在 
GE 中 的 零点 , 试 证 oa ma 一 都 是 了 (办 的 零点 ， 

3 试 证 茹 罗 真 域 是 完全 体 ， 

4- 崩 如 五 是 等 征 狗 为 六 的 徊 加 瓦 域 , az 是 其 中 任意 元 ， 试 证 在 下 由 ,5 
的 户 次 根 具 和 有- -个 喇 ， 

5. 试 证 分 贺 多 项 式 中 42: 赴 正 规 式 . 

6.， 斌 宁 作 占 志 73) 的 加 法 及 乘法 天 . 


$410 起 越 扩 张 体 


我 们 知道 体 了 的 扩张 你 如 果 不 是 了 的 代数 扩张 汪 , 就 叫做 下 
的 超越 扩张 体 , 前 面 五 节 讨 论 的 主要 是 代数 扩张 体 , 这 节 我 们 来 讨 


契 址 扩 求 体 175 


论 超越 扩张 体 ， 使 用 的 方法 及 所 得 的 结果 都 与 $4.5 的 类 似 ， 在 
讨论 代数 扩张 体 时 , 体 的 次 数 及 义 是 两 个 基本 概念 , 现在 我 们 需要 
与 它们 将 似 的 概念 ,因此 首先 我 们 把 线性 相关 ,线性 无 闫 的 概念 来 
推广 . 

假定 如 是 玉 的 扩张 休 下 中 元 ， 开 是 五 的 有 穷 子 集 ， 如果。 
是 体 五 (af) 移 代数 元 , 那 林 站 是 航 关 二 三 与 并 代数 相关 ,否则 各 
时 做 基于 不 与 型 代 数 无 其 .假如 型 中 有 一 元 关于 也 与 其 余 元 
代数 相关 , 那 森 于 叫做 关于 五 代数 相关 , 否 贴 就 叫做 关于 三 代数 
无 关 . 

于 是 . 假如 ez 是 五 的 代数 元 , 那 末 它 关 于 百代 数 相 关 ; 假如 a 
是 五 的 越战 皂 , 那 林 a 天 十 避 代数 无 关 ， 和 根据 定义 ,我 们 容易 得 
知 , 关于 吾 与 天 = Wn} 代数 相关 的 必要 充分 条 件 是 ; 芭 
是 多 项 式 


SF, Vm) 

的 零点 ,这 里 六 tm 是 于 [2 时 中 元 . 

显然 , 假如 好 关于 下 代数 无 关 , 那 未 它 的 任意 子 集 关于 五 代 
数 无 关 ; 假如 型 关于 二 代数 相关 ， 那 来 任意 包含 型 的 有 穷 集 关 
于 五 代数 相关 ， 再 候 如 ?基于 下 与 型 线性 相关 ， 那 末世 关于 下 
二 并 代数 相关 ; 假如 并 关于 五 代数 无 关 , 那 末 开关 于 万 线性 无 
关 ， 

下 面 基 代 数 相 关 的 基本 性 质 ,这 些 性 质 也 是 线性 相关 具备 的 . 

1. 披 定 YE 部 末世 关于 二 与 帮 代数 相关 . 

这 古 因 为 & 在 后 中 ,所 以 # 是 关于 () 的 代数 元 ,因此 
tt 美 寺 交 与 型 代数 相关 、 

2. 假定? 关于 四 与 可 = {Vn} 代数 相关 ， 但 与 Ta 
-mt 找 数 无 关 ， 那 末 wm 关于 上 与 如， …，zm_l， 外 代数 相 
关 . 


rr i 


176 第 四 训 可 换 体 论 
这 是 因为 4 关于 四 与 媒 绕 数 相 关 , 所 以 我 们 有 


+ . 
itn, 四 tim) 入 一 个 ， fr tn, ”3 um) EO, 


我 们 把 上 式 左边 多 项 式 写成 tn 的 多 项 式 加 ge an 可 tk 
就 得 到 , 

2 get, "7 emi, Ju. 
因为 4 关于 太 与 {7 Vm} 代数 无 关 ， 所 以 所 有 的 gw， *…， 
Um-1 2) 六, 或 所 有 的 gi Wm TT) =0, 即 g(a Um 
I) 的 系数 都 为 堆 ， 如 果 所 有 前 G4，… tm_1 好 一 0, 那 本 


让 
fr “yg wn) Ti = 0, 
芒 


因此 (4m) 一， 这 与 假设 不 合 。 于 是 所 有 的 gf, …， 
wm 1 0 不 能 完全 前 是 堆 ， 所 以 wm 关于 刁 与 Ta Wm js 中 代 
数 租 关 ， 

特别 ,假如 关于 了, a 是 超越 元 ,并且 闻 有 代 煞 相关 , 那 末 6 关 
于 也 与 & 代 数 相 关 ， 

3， 假定 关于 请, 2 与 对 代数 相关 , 并 且 并 中 任意 元 与 玉民 
数 相 关 : 耶 末 “关于 卫 与 入 代数 相关 . 

这 是 因为 ? 是 了 (对) 的 代数 元 时 , 它 当 然 也 居 五 ( 寻 , 入 ) 的 代 
数 元 . 因此 所 (于 ,WD) 是 吾 ( 型 , 六) 的 代数 体 ， 但 下 ( 旭 , 入 ) 是 
了 (NW) 的 代数 体 ,由 $4.5 定理 2,(CWH,N) (2v} 是 吾 CN) 的 代数 体 ， 
所 以 4 是 FCN) 的 代数 元 ,因此 关于 古 与 入 代数 相关 . 

4， 假定 关于 ,于 代数 无 关 , 但 于 Uz 代数 相关 , 那 未 4 与 
天 代数 相关 ， 

这 是 因为 关于 五 , 村 Uw 伐 数 相关 ， 所 以 型 JU 中 某 元 9 与 
时 Uuw 一 2 代数 相交， 如果 * 一 w% 那 末 与 旭 找 数 相关 ; 如 最 汪 关 
9, 那 末 2 及 ,因为 避 代 数 无 关 , 所 以 2 与 好 一 ?代数 无 关 , 因此 
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由 2, 名 与 着 代 数 相 关 . . 

5， 假 定 美 J: 下, mw 元 集 对 代数 无 关 , 并 且 于 中 任意 元 与 有 
次 集 六 代数 相关 , 那 束 交 的 元 数 不 小 于 mm. 

这 是 因为 关于 殖 , 于 UAY 中 显然 有 代数 无 关 的 mm 元 子 集 ， 因 
为 和 就 是 这 样 的 子 集 ， 在 所 有 这 些 mm 元 于 集中 ,假设 天 ' 是 售 久 
中 元 最 儿 的 一 个 子 集 ， 并 且 候 定 这 圾 太 元 数 是 %n( 汪 0)， 假 如 % 二 
mm 我们 命 史 是 型 中 而 不 是 总 中 元 ,是 站 中 任意 元 ， 如 于 GE 
型 一 4 孝 末 ?与 太一 代数 相关 ; 如 果 4E 昨 "一 几 因为 够 元 子 
集 C 一 加 Uv 会计 中 nt 个 元 , 根据 是 最 大 的 假设 , 我 们 得 
知 f 和 一 区 Uv 代数 相关 , 但 形 ' 一 区 代数 无 关 , 由 生得 知 与 于 一 
2 代数 相关 ， 这 就 是 说 不 中 任意 元 与 及 ' 一 代数 相关 ， 和 天 为 uwEE 
型 , 根据 假设 二 与 站 代数 相关 ， 十 是 出 3 如 与 彰 ' 一 4 代数 相关 ， 
这 与 型 找 数 无 关 的 假设 不 侣 ， 历 此 六 只 即 六 的 元 数 不 小 于 
Tb, . 
上 面 的 机 都 假定 是 有 党 集 , 假如 则 是 无 穷 集 . 如果 如 关 于 坟 
与 时 的 任意 有 穷 子 集 代 数 无 关 ， 那 林 苹 就 岂 做 关于 五 与 型 代数 
无 关 ; 否则 , 也 就 是 说 .4 关于 加 与 型 的 某 有 和 穷 子 集 代数 相关 ， 那 
末世 就 叫做 关于 加 与 好 代数 相关 ， 再 如 果 开 中 任意 有 旁 个 元 
关 士 站 都 是 和 代数 无 关 , 耶 末 型 就 叫做 关于 天 代 数 无 关 ; 省 则 , 也 
就 是 说 , 型 中 某 有 有 穷 个 元 关于 玉民 数 相 关 , 那 末 开 就 叫做 关于 吾 
代数 相关 . 这 与 向量 空间 中 无 穷 个 元 线性 无 关 ， 线 人 性 相关 的 概念 
完全 一 致 . 

下 而 是 代数 万 美的 一 个 基本 性 质 ， 

我 们 知道 , 一 个 元 关于 五 代数 无 关 的 必要 充分 条 件 是 人 不 适 
合 下 [zj 中 任意 非 零 的 多 项 式 ， 一般 这 性 质 也 是 成 并 的 . 

定理 1 ir 元 集合 于 一 人 ，…，Wm} 关 于 玉民 数 万 关 的 必要 
充分 条 人 忻 是 对 于 了 Fz， …'; mj] 中 任意 元 了 (4;*… zm)， 姻 边 (i 
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wi um) =0, 那 末 
flz, 9 Tm) 0, 

即 fm, 四 人 mi 的 系数 都 是 零 ， 

证 明 假如 当 了 Cn，…，xzm 一 时， 了 (Tn) 一介 最 然 
型 中 没有 一 元 关于 下 与 其 余 元 代数 相关 , 所 以 性 关于 于 代数 无 
关 , 因此 葵 件 的 充分 性 威 六 ， 

再 假如 型 关于 下 代数 元 闫 ,并且 了 Ci …, tm) 一 0, 合 

Je om) = Fe on-Da， 

我 们 用 归纳 法 米 证 明了 (ji …, fm) 一 0， 当 加 =1 时 ， 所 是 玉 中 
元 , 因为 而 关于 下 代数 无 关 ， 记 以 天 =0， 因此 (6) 一 0， 所 以 
mm 一 1 时 条 件 的 必要 性 成 立 ， 殷 定 2% 一 1 时 条 和 件 的 必要 性 成 立 ; 因 
为 车 关于 下 代数 无 关 , 所 fC Un 二 全， 5 一 和， 
及 因为 太 ， Wm-i 关 二 玉民 数 无 闫 ,根据 归纳 法 的 假设 , 我 们 有 
Ft 本 让 #1) 一 人 于 是 了 ro Wy ne) 一 心 , 因 呢 条 件 的 必要 性 成 
立 ， 所 以 定理 得 证 . 

于 是 ?4 个 元 三 Wm, 如 果 是 代数 相关 , 那 未 它们 之 疗 有 人民 
数 方程 煌 联系; 如 果 无 关 , 那 末 它 们 之 间 不 存在 任何 代数 方程 的 联 
系 . 

惟 定 {a ~ xi 关于 a 代数 无 关 , i， a 是 Ff 的 未 定 元 ， 
基 然 


了 (0 
是 黎 项 式 环 五 Fre 29， 不 [ ps] 的 问 构 ， 于 是 它们 的 商 
仁 五 人 2 二 也 同 构 , 也 就 是 说 志 (o， ya] 全 
na ay 因此 代 束 无 闫 的 元 我 们 本 以 看 成 未 定 元 ， 它 们 之 
间 可 以 不如 区 别 . 
上 闸 我 们 介绍 了 代数 相关 .代数 无 关 的 基本 福 质 , 现在 我 们 来 
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讨论 超越 扩张 体 . 

定义 、 候 定 KK 是 体 玉 的 扩张 体 , 那 末 有 中 关于 下 代数 无 关 
子 集 的 最 大 元 数 ,叫做 K 关于 万 的 超越 次 数 ， 假 定 和 ~ fu …， 
um} 是 区 中 关于 FP 代数 无 关 的 子 集 ， 如 果 K 中 任意 元 关于 也 与 
1 代数 相关 ,于 未 如 ，…， tin 叫做 区 关于 的 代数 府 . 

因为 也 的 代数 体 中 任意 元 关于 也 代数 相关 ， 所 以 下 的 代数 
体 关于 也 的 超越 次 数 姜 替 , 因 此 它 没有 关于 巨 的 代数 底 ， 再 假定 
五 的 超越 单 扩张 体 了 (2) 中 任意 元 w 一 让 加, 因为 wg 人 (2) 一 f(z) 一 
0, 所 以 与 6 关于 丈 代 数 相关 , 于 是 由 5, 用 反 证 法 得 知 所 (z) 中 
任意 两 元 关于 五 代数 相关 ,但 4 关于 玉民 数 尤 关 ， 因 此 也 (e) 关 
十 万 的 超越 次 数 是 1, 显然 = 就 是 丈 ( 办 关于 五 的 代数 底 ， 一 般 ， 
玉 的 超越 体 也 (wr，…， zw) 关 于 了 的 超越 次 数 是 入 并 且 名，…， 思 
就 是 它 关 于 万 的 代数 底 

辣 $4.4 类 似 ,假如 下 关于 也 的 超越 次 数 是 m, 由 4, 中 任 
意 m 个 关 下 也 代数 无 闫 的 远 形 成 玉 关 于 也 的 代数 底 ,， 再 假如 
wi tm 是 下 美 于 万 的 代数 诡 ， 那 来 玉 中 任意 元 美 寺 也 与 
fs， … tw} 代数 相关 , 因此 由 5, 得 知 天 中 关于 忆 代数 无 闫 的 于 
集 的 元 数 不 天 于 mw 地 是 我 们 有 下 面 与 $4.4 定理 2 类 似 的 定理 . 

定理 2 下 关于 体 妃 的 代数 底 的 元 数 等 于 玖 关于 下 的 超越 
次 数 . 

我 们 知道 在 至 的 扩张 体 天 中 , 除 下 中 元 站， 如 果 没有 原 的 
代数 元 , 那 未 到 就 叫做 矿 的 纯 超越 体 ， 深 加 万 的 超越 所 于 玉 扩 
张 的 体 当然 是 也 的 超越 体 . 但 它 是 否 是 天 的 纯 超 越 体 ? 

我 们 先 米 考虑 超越 单 扩张 体 媚 (x). 因为 其 中 任意 无 < 是 系数 
为 正中 元 的 二 的 有 理 丽 数 , 假如 命 4 一 了 2， 这 里 f(z)，g1(2) 是 
iz] 中 互 质 的 多 项 式 , 根据 $38.9 定理 7, f(z),9(z) 除 玉 中 非 过 
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元 的 因子 外 , 由 一 意 决 定 . 因此 它们 的 次 数 也 是 由 一 意 决 定 ， 
我 们 叫 f(z), gC2) 的 次 数 中 较 大 的 做 关于 五 的 超越 次 数 . 

定理 8 很 定 x 是 丈 的 超越 单 扩张 体 到 人 z) 中 关于 万 超越 次 
数 m>0 的 元 , 陡 末 是 下 的 超越 元 ,并且 万 (2) 是 也 () 的 n 次 代 
数 体 . 

证 明 ”假定 vw 这 里 了 (Co ，9(o) 互 质 ， 因 为 (四 一 
f(z) =0， 所 以 2 是 也 (Ww [的 中 风 项 式 有 0 =ugGD 一 F( 的 的 堆 
点 ， 得 了 ( 胃 ，g( 扩 的 次 数 都 不 大 于 ns 并 且 其 中 至 少 有 一 是 mw 而 
4 叉 不 是 六 中 元 ,因此 (9) 的 次 数 是 假如 我 们 还 能 够 证 明 h 9) 
是 既 约 的 , 那 末 z 是 下 ( 岂 的 nw 次 代数 元 ， 所 以 也 (z) 是 下 (w) 的 加 
次 代数 体 ， 百 因为 z 是 瑟 的 超越 元 ,所 以 w 也 是 了 的 超越 元 

假如 天 (在 下 fo) [y1 中 是 可 约 的 ， 闭 末 它 在 [wu, 要 中 也 是 
可 约 移 ， 因 为 ( 奶 是 妈 的 1 次 式 , 所 以 它 有 一 个 只 会 而 不 合 % 
的 因 式 ,这 因 式 显然 就 是 了 (只, g( 拉 的 公 因 式 , 这 与 2) ,9 (4) 互 
质 的 假设 不 合 ， 因 此 天 (在 F(w) [y] 中 是 既 约 ， 这 就 是 说 z 是 
歹 (的 四 次 代数 元 ,于 是 定理 成 立 ， 

特别 当 nn 一 1 时, 显然 了 (2) 一 也 (w), 这 就 是 说 ,下 (2) 中 任意 关 
于 到 超越 次 数 是 工 的 元 都 是 叉 (o) 关 于 盏 的 本 原 元 ， 显 然 , (2) 
关于 天 的 本 原 元 也 只 能 是 这 样 的 元 ， 因 此 我 们 得 知 芭 是 王 ( 四 关 
于 天 的 本 原 元 的 必要 充分 条 件 是 

qvwTb 


= od— pcz0. 


ert 
因为 在 二 (mj) 中, 除 玉 中 元 外 , 什 意 元 关于 下 的 次 数 太 于 零 , 用 定 
理 3, 它 是 去 的 超越 元 :因此 了 (是 所 的 纯 超 越 扩张 体 ，-- 般 我 
们 有 


定理 4 假定 2 …，2 是 关于 体 下 的 未 定 元 ， 那 末 中 的 超 
越 体 下 一 zz …, zw) 是 睫 的 纯 超 越 体 . 
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证 明 ”我 们 用 归 纺 法 来 证 明 .， 当 %=1 时 ， 定 惠 成 立 ， 假 定 
n% 一 1 时 定理 成 立 ,我们 命 a 是 到 中 关于 三 的 任意 代数 元 , 因为 a 
臣 是 卫 ( 久 ,的 代数 元 ,并且 天 是 性， 2 的 纯 超 
越 体 ,所 以 aE(，…, za-1) 再 由 归纳 法 的 假设 ,我 们 就 有 aE 
五, 这 硫 是 说 ,到 和 中 三 的 侍 音 代数 元 是 乒 中 元 : 因此 长 是 上 玉 的 纯 
超越 体 ,所 以 定理 成 站， 

假定 可 换 体 久 是 玉 的 扩张 体 , 二， …, wr 是 它 关 于 五 的 代数 
底 ， 闭 末 牙 中 任意 元 是 了 Qa …, 友 ) 的 并 数 元 , 但 了 lw, …， 
WW) 衬 了 (上 丝 的 纯 超 越 体 ， 于 是 我 
们 得 知 下 可 以 先 自 卫 纯 超越 扩张 ， 然 后 再 代数 扩张 而 上 成。 这 与 
$4.8 中 任意 扩张 体 可 以 先 代 数 扩张 再 纯 超越 扩张 而 成 的 步骤 怡 
相反 . 

最 后 我 们 介绍 鲁 深 斯 J. Lueroth, 1844~1910) 定理, 它 在 儿 
和 何 上 还 有 重要 的 羔 用 . 

定理 8 假定 下 是 是 换 体 卫 的 超越 单 扩张 体 了 F(z) 与 下 的 
中 间 体 , 并且 民 于 五 , 即 玉 (2z) 守 KK 坟 闭 未 区 是 了 的 超越 单 扩 
张 体 . 

证 明 假定 是 及 中 而 不 是 罗 中 的 元 , 因为 4% 是 玉 ( 罗 的 代 
数 元 ,所 以 也 是 长 的 代数 元 , 我 们 命 

gD ta EK 
基 匡 [ 轨 中 适合 的 既 约 党 项 式 . 因为 是 二 的 有 理 两 数 ， 所 以 
我 们 有 (2) 二 [人 0 ,使 
fir, WD 一 下 (8 

是 五 [z, 中 中 元 ， 并 [也 站 z, 只 和 写 成 的 多 项 式 时 , 它 的 系数 的 最 
太公 因 式 是 1， 即 ff(w, 9) 是 KK [8j 的 本 原 凶 项 式 (83.9), 了 tw 
对 于 z 的 次 数 假定 是 mm， 

因为 (KE (x E)= 坟 而 KD =F), 所 (FW) :EKE)=n, 
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假如 长 中 让 关于 五 超越 次 数 是 m 的 元 2, 那 末 由 定理 3, (六 (0) : 
0) 一 ,但 正二 (0) ,所 以 上 一 下 (w) ,这 就是 说 , 下 是 下 的 起 
越 单 扩张 体 , 因此 定理 就 告 成 立 . 
因为 z 基 玉 的 她 越 元 ， 所 以 9( 史 的 系数 @ 不 能 完全 痢 间 五 
中 元 , 我 们 假定 本 不 在 站 中 并且 把 写成 


人 
2 


这 里 (2) 与 qt2) 王 质 ， 俩 为 了 tw, 切 对 于 了 的 次 数 是 和 ， 所 以 
?0 (的 次 数 部 在 大 于 oa: 国 此 Bte)， 9(2) 的 次 数 也 都 不 大 于 


PL, 


再 因为 PO) 一 m9() 蚌 六 [外 中 练 适 合 的 多项式 ,所 以 它 能 被 
9 整除, 寺 是 我 们 有 


DY sr Y=" 0) oy)g 全 
DD) 
{J 应 {性 】 ti y) Fz, y), 
因此 
_ 人) 
yo PID — pl2) gy) TT tle, Fr, WN), 


这 里 区 2 及 5 性 天 %， 9) 一 样 部 是 攻 [yj 中 本 原名 项 式 , 由 $3.9 
习题 6,， 我 们 符 铅 两 个 本 原 多 项 式 fx; 四)， 了 (rz, 用 前 琵 积 
we; 切 仍 是 攻 [ 上 的 本 原名 项 式 ,所 以 s(x) (2) [tw)r (2). 
因此 
GLI DY PE GY) = hg, DFE, Ws 
ki, YE FIL, MN, 

这 时 左边 对 于 4 的 次 数 不 上 天 于 mn, 击 右 进 了 le, 内 对 于 了 的 次 数 是 
mm 因此 左边 对 于 的 次 数 全 是 区 ,所 以 Cz, 防 不 傅 2 于 是 右 按 
没有 是 五 [4] 中 包 项 式 的 因 厂 .假如 训 (4, 胃 食 9， 同 为 在 边 是 4， 
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Y 的 对 称 式 , 廊 以 = 的 多 项 式 上 ,号 是 它 的 因 式 ,这 与 上 面 矛 天， 
因此 Ad 切 又 在 会 9， 于 是 无 t， 几 = 有 EF 了, 因此 
qm PH — PUL) 9 = hf (tr, W. 

由 zx, 的 对 称 性 , 我们 得 知 了 (zw, 态 对 于 的 次 数 是 r, 所 以 各 二 
%， 光 此 Bi) ,9 中 和 到 人 少 有 一 基 芝 的 % 次 多 天 成, 十 是 & 的 超越 
洪 烽 是 nw 所 以 定理 得 证 ， 

由 上 面 的 正明, 我 们 丸 知 道 9 i 妨 申 不 是 玉 中 汇 的 系数 都 是 长 
关于 了 的 本 原 元 . 

拒 这 定理 与 4.8 定理 3 合并 ,我 们 就 得 到 

定理 6 可 换 体 博 的 任意 单 扩张 体 与 所 的 中 间 体 是 下 的 单 
扩张 体 . 

习 题 4.10 

1. 假定 五 基干 工 的 招 越 次 数 是 ww, 工 关于 下 的 超越 次 数 是 za， 试 证 下 
美 寺 中 的 电 趣 次数 是 下 二 <. 

2. 很 定 , 中 闫 十 二 代数 无 关 , 试 证 人 十 术 ,中古 关 于 后 代 数 无 关 ， 
竺 让 


CT 
3- 竺 栏 的 对 应 是 如 (让 使 二 申 企 意 元 变 泪 的 白 同 物 ? 
4 试 甩 本 市 所 述 方 举证 明生 .4 定理 33. 
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a a te pe ere re 1 ET init ep t+ 


群 的 基本 概念 及 基本 性 质 在 第 二 章 已 详细 介绍 ， 这 章 主要 是 
讨论 它 的 构造 . 


S85.] 算 可 


由 和 .4, 我 们 知道 向量 空间 是 一 个 加 群 ， 它 除了 有 它 自身 欧 
加 法 结合 法 外 ,还 有 与 另 一 集合 的 习 法 结合 法 , 现在 我 们 根据 这 概 
念 把 2. 工 中 群 的 概念 来 推广 首先 引入 这 个 福 念 的 是 克 努 尔 
{W. 区 ral], 1889~) 及 诺 特 尔 ( 卫 . Noether, 1882~1935). 
定义 工 假定 邓 是 群 ,型 是 集合 , 如果 对 于 型 中 任意 元 和 区 
中 任意 元 e, 妃 
MoEG, Nd) =hohb, 
那 示 入 是 敌人 台 的 ( 左 ) 算 子 ， 开 叫做 好 的 ( 左 ) 算 子 集 , 好 叫 格 带 
( 左 ) 算 集 型 的 群 .有 村 又 叫 若 型 -( 左 ) 群 ,或 简单 地 叫做 带 算 群 . 
壁 如 任意 整数 nn 是 可 搁 群 避 的 算 子 , 这 是 因为 ,如 果 命 na 一 
a", 那 来 由 4, 5E, 我 们 就 有 nla5) 一 (a6)" 一 a"b* 一 nemnb， 再 假 
如 上 耳 是 环 ,， 和 是 其 中 一 元 , 由 a, bEB 我 们 有 ER, Ata 二 +) 一 
Ma 十 8, 所 以 入 是 号 看 成 加 群 时 的 一 个 算 子 ， 
_ 我 们 容易 知道 群 8 的 自 同 态 是 8 的 算 子 ,因此 任意 群 都 有 算 
子 集 ， 也 就 是 说 都 可 以 看 成 带 算 群 。 象 在 第 二 亲 那 样 不 考虑 算 子 


本 
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集 的 群 ,我 们 可 以 说 它 的 算 子 集 是 空 集 或 者 就 是 一 个 全 等 问 态 . 
假如 音 蚌 群 人 的 算 子 集 , 和 是 及 中 任意 元 ,显然 wha 是 要 


”的 自 间 态 , 因此 于 中 任意 元 可 以 看 成 为 G 的 自 同 态 , 也 就 是 说 下 


是 对 的 自 同 态 集合 .根据 同 态 的 性 质 , 我们 得 
Nee, Meio (hol, Far= (Na). 
假 辑 群 售 的 算 子 集 是 环 召 ， 那 来 对 于 吾 中 作 意 两 元 ， 9， 根 
据 &8.3 环 同 态 条 件 , 我 们 要 求 
wea=utog, eu Ef 
因此 
(aut 4a=0. 
如 果 吾 有 单位 元 6, 我 们 还 刘 求 
BE 一 他， 
也 就 是 说 ,总 的 单位 元 是 如 的 单位 算 子 . 十 是 整数 环 Z 是 可 换 群 
的 算 子 和 集 . 一 个 环 是 以 自身 做 带 算 集 的 则 群 .84.4 中 讨论 的 忆 
空间 以 及 了 的 代数 都 是 带 算 集 了 的 加 群 . 
假如 局 是 带 算 集 凡 的 群 ， 它 的 单位 元 群 显然 也 是 带 算 集 并 
的 群 ， 但 是 的 其 他 子 群 不 一 定 也 是 带 算 集 陈 的 群 ， 如果 全 的 
子 群 五 是 带 算 集 三 的 群 ， 也 就 是 说 ， 对 于 开 下 的 任意 元 和 玉 
中 尾 意 元 &， 


MEH, 

那 求 五 叫做 如 的 带 算 子 群 . 带 筑 子 群 又 是 正规 子 群 时 ， 叫 仇 带 
算 正规 子 群 . 

群 8 的 算 了 集 假 如 是 空 集 或 者 只 是 恒 等 同 态 , 那 末 划 的 子 群 
部 是 带 算 子 群 ; 假如 是 内 同 构 群 ， 那 末 它 的 带 算 子 和 群 都 是 正规 子 
群 ; 假如 是 自 辐 构 群 , 那 来 它 的 带 算 子 群 都 是 特征 子 属 。 假如 环 看 
成 是 用 自封 做 算 子 集 的 加 群 ， 那 末 它 的 带 算 子 群 就 是 它 的 左 理想 
子 环 。 


二 
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在 $2.8 中 ， 我 们 得 知 可 换 群 上 内 有 元 数 是 1 或 者 是 质数 时 才 
是 单 群 。 要 注意 的 是 ， 这 性 质 对 一 般 的 带 算 群 并 不 成 立 ， 也 就 是 
说 ,一 般 带 算 可 换 单 群 级 元 数 不 一 定 是 质数 , 警 如 有 理 数 体 是 以 自 
身 为 带 算 集 的 加 群 ,但 它 的 元 数 不 是 质数 . 

我 们 很 容易 证 明 ， 两 个 带 算 子 群 的 变 以 及 由 富 们 生成 的 子 群 
者 是 带 算 子 群 . 

在 比较 两 个 带 算 群 ,也 就 是 在 讨论 两 个 带 算 群 的 同 态 . 同 构 时 ， 
我 们 只 考虑 算 子 集 是 相同 的 情况 。 由 8 2.5, 我 们 得 知 群 的 同 态 象 
是 它 的 商 姓 ,因此 我 们 要 间 , 对 于 带 算 集 型 的 群 , 它 的 怎样 的 商 群 
也 是 带 算 集 NL 的 群 , 这 时 对 与 这 商 群 的 结合 法 又 该 怎样 ? 

假如 左 是 他 的 正规 于 群 ， 入 是 于 中 任意 元 ， 如 果 入 又 是 商 
群 保 =GY 刀 的 算 子 , 那 末 

AFH=H, 
因此 对 于 万 中 任意 元 万 左 ， 所 弄 是 是 6 的 带 算 正规 子 群 . 
再 因为 


Nah) = jajRE)as 亲 ， uc， heH, 
所 以 
No 五) Ena H, 
到 此 我 们 就 有 有 
永 媒 一 AT 


这 就 是 说 , h& 是 所 在 的 陪 集 ， 根 据 这 关系 我 们 有 
MA Fab) hh) hg hb hh oN ND, 
显然 ,这 团 右 射 到 他 上 的 癌 术 wxa 其 有 性 质 
Ma—> ha, 
引用 这 人 性质. 我 们 可 以 把 在 第 二 章 介 绍 的 同 构 、 同 态 等 概念 推 
六 到 带 算 群 上 而 来 . 
定义 & 假如 分, G' 都 是 算 子 集 为 型 的 带 算 群 ,o 是 全 射 到 
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GG" 上 的 辣 态 ， 对 于 有 中 任意 元 和 当 a->a' =o (8) 时 ,如果 he-> 
Kw ,也 斋 全 说 : 
(一 和 (art oa€Ee, 
那 来 go 叫做 GG 射 到 G' 上 的 带 算 集 村 的 同 态 ， 或 简单 地 叫做 带 算 
同 霖 , 这 时 又 叫 避 , G 是 带 算 同 恋 . . 带 算 同 态 贞 射 是 可 道 瞎 射 时 ， 
蔬 做 带 算 间 构 . 

线 狂 代数 中 ， 向 量 空间 下 的 线性 变换 就 是 把 了 看 成 带 算 
集 下 的 加 群 时 的 带 算 自 同 态 . 

于 是 上 曾 的 gaa 就 是 全 射 到 如 .上 的 带 算 同 态 ， 我 们 知道 局 
的 算 子 集中 元 可 以 看 成 他 的 自 同 态 ， 由 atei 一 Ale)) 就 有 
0ACW) 一 A0 (9)， 因 此 oh= 和 0， 这 就 是 说 , 如 的 带 算 同 态 能 够 与 允 
的 算 了 了 交换 . | 

假如 寿 的 算 子 集 是 空 集 或 者 是 恒 等 同 态 ， 那 末 它 的 子 群 都 是 
带 算 节 群 , 同 构 、 同 态 也 分 别 都 是 带 算 同 构 . 带 算 同 态 . 因此 ,82.5 
中 定理 就 这 种 算 了 集 说 者 一 一 成 立 ， 现 在 我 们 要 问 ， 在 一 艇 情形 
时 是 知 也 能 如 此 * 

假如 避 , @' 是 带 算 集 时 的 群 ,g 是 邓 射 到 人 台 上 的 带 算 同 态 , 
也 是 他 的 单位 元 8 的 完全 铺 源 ， 也 网 是 带 算 同 态 核 ， 困 为 吾 中 
任意 元 er>e， 那 未 

Ai 一 >ABGl 一 6 AEM, 
所 以 heiE 五 , 于 是 百 是 日 的 带 算 正 规 子 群 ， 因 此 2.5 的 定理 2 
这 时 也 成 立 ， 又 因为 6 是 分 射 和 镶 必 荆 的 带 算 问 楚 ,所 以 呈 2.5 
的 定理 二 定理 所 这 时 都 一 一 成 立 ， 

于 是 我 们 得 知 , 当 群 是 带 算 赂 时 ,只 要 子 群 . 同 攀 . 则 态 等 都 是 
带 算 , 那 玉 $32.5 中 的 定理 都 能 够 一 一 成 立 。 此 寻 ,$3.3 的 定理 1 
这 时 也 成 立 .但 要 注意 , 因为 带 算 单 纯 加 群 涉 一 定 是 元 数 是 质数 的 
循 坏 群 , 所 以 它 的 同 态 坏 一 般 只 是 体 而 不 是 可 换 休 ， 
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为 了 简 使 ,在 后 面 我 们 把 “ 带 算 ”二 字 一 律 省 去 不 写 ,说 群 就 是 
指 带 算 群 ,因此 子 群 . 同 构 . 同 态 等 也 都 是 指 带 算 的 而 言 . 

_ 环 对 加 法 成 群 ,因此 对 加 法 , 它 具 备 群 的 各 性 质 ， 伍 这 只 考虑 
了 加 法 而 没有 涉及 另 一 个 基本 运算 磁 法 ， 所 以 这 样 的 性 质 不 能 显 
示 环 的 特征 . 假如 把 环 看 成 以 自 身 为 算 王 集 的 加 群 ， 这 样 跷 考虑 
了 加 法 向 时 又 考虑 了 乘法 ,得 出 的 结果 一 般 前 是 环 的 特性 ,因此 带 
算 群 的 理论 在 讨论 环 时 是 排 常 重要 的 ， 

要 注意 的 是 ， 环 虽然 可 以 看 成 以 它 的 子 集 做 算 子 集 的 带 算 加 
群 ， 得 是 环 的 同 态 与 带 算 如 群 的 带 算 同 访 是 有 区 别 徇 ， 艾 如 假定 
人 是 环 及 中 心 的 元 ; 闭 末 

TT 
是 把 如 看 成 用 它 的 任 一 子 集 做 算 子 集 的 加 群 时 的 带 算 自 同 态 , 但 
不 是 环 召 的 自 同 态 . 

下 面 是 坏 的 带 算 自 同 态 的 基本 性 质 . 

定理 1 假定 及 是 有 单位 元 。 的 环 ，z 是 把 如 看 成 以 自身 为 
(万 ) 算 子 集 的 加 礁 寺 的 带 算 自 同 态 ， 那 未 五 中 有 叭 一 元 4 存在 ， 
使 


TP PER, 
这 就 是 说 , 中 的 任意 带 算 和 日 同 态 与 用 部 中 基 元 右 乘 一 致 . 
证 明 假设 5) =a, 因为 基带 算 同 态 ,所 以 
于 = rg, 
因此 7(7) 一 ?4g， 肯 假如 Tt7) =r?8， 由 xr4 一 Yb， 尖 7=e 时 ， 即 得 
4 一 了， 因此 定 旭 成 并 . 
于 大 同 33.8 习 题 8 一样, 我们 容易 证 得 
定理 2 候 定 如 是 有 单位 元 的 环 , BR' 是 把 召 直 成 以 自身 为 左 
算 子 集 的 加 辞 的 自 同 态 环 , 那 末 及 与 BB 闭 同 掏 . 
同 $4. 和 中 一 拌 , 有 时 为 了 方便 ,我 们 把 算 平 号 在 右边 ， 吗 在 
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黄 子 了 9 


左边 的 叫 艇 左 群 ， 写 在 右边 的 叫做 在 群 . 凡是 左 群 的 性 质 能 吏 回 
拌 证 明 也 是 石 群 的 性 质 . 
“一般, 假如 群 G 有 左 算 子 集 开 , 同时 又 有 右 算 子 集 丈 , 这 时 如 
果 尼 们 中 元 又 满足 
人 ee EEG, AEM, nuEN, 

那 末 8 叫做 带 算 集 好 ,六 的 群 ,或 者 思 慌 用 -六 - 群 . 当 孚 = 真有 时 ， 
我 们 又 叫 人 做 型- 复 群 . 
由 定义 容易 得 知 , yp 可 以 看 成 好- 左 群 对 的 带 算 自 同 态 ， 可 
看 成 访 - 右 群生 的 带 算 自 同 态 ， 因 此 如 果 至, 六 都 是 乘 集 ， 那 末 
六 与 型 - 左 群 双 的 自 同 态 余 的 子 乘 集 首 同 构 ,而 于 则 与 六 - 右 群 
好 的 旧闻 态 群 的 子 情 和 集 同 构 . 

型 -六 -群生 的 子 群 如 果 又 是 时- 六- 群 , 它 就 叫 人 敌人 的 带 算 子 
群 ， 并 - 交 - 群 好 射 到 于-Y- 群 邓 上 的 同 态 w, 如 果 又 湾 足 

sa 一 af， claw) =0 (gn, 
shap) 一 2 (a) pe, 

那 末 5& 叫做 带 算 同 态 .这 时 和 2.5 中 定理 及 83.3 定 理工 都 同样 
能 够 一 一 成 立 . 

假如 于 基 有 单位 元 6 的 环 ，T 是 把 召 看 虚 召 - 复 群 时 的 带 算 
自 辣 态 ， 国 为 + 也 是 把 召 看 咸 以 自身 为 左 算 子 集 加 群 时 的 带 算 自 
问 态 , 由 上 面 的 定理 十 t+(r) =we、 同 样 ,因为 了 又 是 把 吾 看 成 以 
自身 为 丰 算 子 集 如 群 时 的 带 算 自 同 态 , 所 以 

| TI TB) Te) era, 

于 基 纪 一 好 这 就 是 说 , # 是 总 中 与 吾 的 任意 元 能 够 交换 的 元 , 因 
此 # 在 站 的 中 心中 . 反 过 来 , 召 中 心 的 任意 元 显然 是 召 的 带 算 直 
否 态 ,于 是 总 的 带 算 自 同 态 环 与 于 的 由 心 局 构 ， 

我 们 知道 ,单纯 环 有 单位 元 时 , 它 的 中 心 是 可 换 体 (8 8.6 习 题 
10) ,于 是 我 们 有 与 $3.8 和 定理 工 类 似 的 定理 ,: 
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定理 有 单位 元 的 童 印 环 仍 如 看 成 是 自身 的 复 群 ， 那 末 它 
的 带 算 自 周 态 环 是 可 换 体 . 

同 群 一 样 , 环 也 有 所 谓 带 算 环 , 假如 召 是 环 , 型 是 集合 ,如 果 
对 于 好 中 任意 元 %, 如 中 任意 元 4, 56， 

aER, Mgtb hatib, 和 (aa ~ (Mab =a(lhb), 

那 末 和 叫做 五 的 (去 ) 算 子 ， 型 叫 微 吾 的 ( 芷 ) 算 子 集 ， 吾 叫做 带 
《 匡 ) 算 集 弄 的 环 , 有 时 各 时 做 有- 环 ,因此 的 代数 就 是 玉环 . 

在 讨论 带 算 环 时 , 我 们 就 要 考虑 它 的 带 算 子 环 , 带 算 理 想 于 环 
以 及 带 算 同 态 、 带 等 同 构 等 , 这 些 我 们 都 不 详细 介绍 了 . 


习 题 5.1 


1， 试 证 带 算 间 态 把 带 算 子 群 仍 然 变革 带 兽 子 群 . 
2， 试 证 带 算 循环 群 的 仁 意 子 群 部 是 带 算 了 和 群 . 
3 页 由 冰 理 数 对 fai， 0) 形成 的 环 中 全 中] 习 盾 2 由 时 ,全 及 人 ,全 年 
上 成 的 两 个 理想 耳环 是 看 成 环 时 的 辣 构 ,但 : 直 是 看 成 训 群 时 的 带 算 同 已 ,这 上 迄 
为 什么 ?3 
.全 ， 和 假如 拒 训 扒 体 三 的 呈 纵 同 量 空间 了 看 成 为 常 算 集 怀 的 时 群 , 试 证 严 
的 自 司 态 乓 与 全 站 阵 环 刁 。 同 构 。 


“ $52 同 构 定理 


在 $2.65 中 我 们 介绍 了 -个 同 访 基本 定理 ， 这 节 我 们 来 介绍 
三 个 同 构 基 本 定理 , 它们 在 应 用 上 都 是 很 广泛 的 . 

§2.5 的 定理 二 是 G' 的 单位 元 群 与 它 的 完全 象 源 的 一 个 重要 
关系 ,下面 的 第 一 同 构 定理 就 是 表示 这 种 关系 对 十 @G' 中 任意 正规 
子 八 也 能 够 同样 成 立 ， 因 此 第 一 阿 构 定理 是 以 说 是 雪 示 讽 个 同 态 
群 间 商 群 的 辐 构 关系 . 

定理 1 假定 6G, G' 是 群 ，G~9', H' 是 好 的 正规 子 群 ， 那 
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环 瑟 在 好 中 的 完全 象 源 吾 是 邓 的 正规 子 群 ,并 且 
GG/HEOH' 

证 明 因为 9~, G'~G'/H'， 所 以 如 ~G'/H'， 由 第 二 个 
则 态 关 系 ， 我 们 得 知 G “五 ' 的 单位 元 在 好 ' 中 的 完 爹 象 源 是 HH'. 
由 假设 ,二 "在 中 的 完全 依 源 是 互 ， 因 此 G'/H' 的 单位 元 在 名 
中 的 完全 象 源 就 是 再 , 也 就 是 说 G 一 弛 / 瑟 ' 时 , 同 态 粮 是 二. 于 
是 由 2.5 定理 6, 吾 基 映 的 正规 子 群 并 且 G/EH 宇 G9'/H'， 因 此 
定理 得 证 . 

上 定理 显然 是 $2.5 定理 5 的 推广 ,内 为 假如 二 '=e', 那 末 五 
就 是 ea 的 完全 象 源 ,G 7 五 " 就 是 他 . 

假如 人 ~G', 五 是 安 的 正规 子 群 ， 豆 ' 是 吾 在 对 中 的 莹 ,由 
间 态 对 应 关系 ,我 们 容易 得 知 五 ' 荐 GY 的 正规 子 群 . 要 注意 的 是 ， 
这 时 五 不 一 定 基 天 " 的 完全 多 源 , 央 此 GG/ 瑟 , /HH' 一 般 不 是 问 
构 ， 壁 邵 假 如 a=14, 由 (0)~tq) 我 们 就 有 (~ (6, 这 时 
(fa 和 宇 (9)，(0)7a) 衬 (6) ， 商 者 元 数 不 同 ， 显 然 不 同 构 . 
但 是 它们 是 局 态 , 即 

G/H~G /HH' 

这 是 因为 , 我 们 把 侣 分 为 瑟 的 陪 集 忆 耳 ， 因为 (QH)'~m 卫 ', 并 
且 f 全 者 本 = 要， 所 以 8H 一 gH' 蚌 9/ 旦 射 到 全/ 吾 ' 上 的 
怎样 的 象 源 才 是 完全 人 象 源 ? 假定 昌 ~G', 了 基 它们 的 同 态 核 , 
召 ' 是 如 的 子 群 吾 在 9' 的 象 ,二 "是 贡 ' 在 如 的 完全 银 源 ， 因 为 
二 记 的 铺 是 瑟 ', 所 以 吾 吾 持 五 "， 反 过 来 ,因为 召 " 中 任意 元 上 与 
吾 中 革 元 产 在 对 中 有 相 则 的 象 ， 所 以 证 的 象 是 单位 元 ， 于 是 
A 人 己 , 间 EhRE, 因此 瑟 " 三 及 旦 ,所 以 8"=HE. 这 就 是 说 ， 
互 " 是 五 与 网 态 核 总 的 弱 积 菇 .假如 二 县 吕 ， 那 末 如 就 是 
二 ' 的 完全 象 源 了 . 
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假如 五, 五 是 群 的 正规 子 群 ， 并且 长 且 囊 ,因为 介 ~~ 
9/ 吾 ， 而 区 在 YH 中 的 象 是 着 / 吾 ， 所 以 民 / 吾 大 9/ 的 正 
规 子 群 . 又 因为 区 /于 在 中 的 完全 得 源 是 六 ,由 上 面 的 定理 二 ， 
我 们 有 
(1) 人 /下 /H/FERIH. 


下 面 基 我 们 的 第 二 同 构 定理 ， 它 表示 一 个 群 中 两 个 子 群 的 我 
与 它们 的 交 之 间 的 同 构 关系 . 

定理 假设 瑟 是 群 人 9 的 正规 子 大， 区 是 局 的 学 群 ， 那 末 
下 几 五 是 民 的 正规 子 群 , 并 且 - 

KH/H2EK/KNMH. 

证 明 假定 及 在 恕 =G/H 的 象 是 民 ， 因为 四 ~ 民 ,， 并 且 同 
访 核 是 玉 站 晴 ， 所 以 区 之 /KN HH， 又 因为 人 ~ 人 的 辣 态 核 是 
五 , 而 区 在 G 的 完全 人 象 源 是 及 瑟 ,于 是 由 玉 寺 ~ 忻 。 我 们 就 有 
疏 衬 玉昌 /HH 因此 定理 成 立 . 

譬如 = (1324), 二 一 BB (8 2.3), 因为 

KH~((12), (14)(28), KNA-{(D, (12)(34)}, 

由 计算 容易 得 知 及 吾 /' 囊 及 区 /NH 都 是 元 数 是 2 的 循环 群 ， 
所 以 它们 同 构 . 
特别 , 当 长 但 豆 是 单位 元 群 时 , 我 们 即 得 
EH/:H=E, 
世 就 是 说 , 这 时 我 们 简直 可 以 把 五 消去 . 

下 面 第 兰 同 构 定 理 ， 是 查 生 浩 斯 ( 卫 . Zassenhaus, 1912~) 在 
1984 年 提出 的 , 也 叫做 查 生 浩 斯 定理 ， 它 雪 示 阿 个 子 群 间 的 同 梅 
关系 ,是 第 二 辣 构 定理 的 推广 ， 

定理 8 假设 关 ， 五 蚌 群 全 的 子 群 ， 区 ' 是 KK 的 正规 子 群 ， 
五 ' 是 豆 的 正规 子 群 , 那 末 天 '( 疏 站 五 ?是 瑟 '( 术 几 五 ) 的 正规 子 
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群 , 如上 ( 开 站 慌 人 是 五 (五 帮 乓 ) 的 正规 子 群 ,并 且 
KE'(KNH) EIENH)SH'IHNEK)/H(INK). 
证 明 疼 站 互 玉 下 王 门 瑟 ) 显 然 都 是 五 (下 们 五 ) 的 子 群 . 
-家 六 EK 人 二 又 是 ' (正门 五) 的 正规 子 群 , 这 是 因为 , 假如 如 we 
是 再 (六 得 世 ) 中 任意 元 ,这 里 如 人 下 ww 下 们 太 , 那 末 
ku EE NH) hia Eu RN uk 
ERK'(RKNHIbP mE (KEN) 
-kK'(ENH'). 
于 是 报 据 第 二 间 构 定理 , 我 们 有 
K'(EFNH) (ENBH)/E'(ENAH') 
(KNH/AENDNE (ENEAN). 
显然 { 芝 介 如 {六 作 于 ) 一 ( 攻 介 瑟 ) ,假如 我 们 能 够 证 蜡 
(2) (KNHINENEKNADY= (RI'NH) ENE, 
那 来 E' (KNH)R'(ENA') 
(ENH)/AEMNAY ENAN. 
因为 在 定理 中 , 我 们 对 于 五， 下" 的 要 求 , 同 对 于 互 , 五 ' 的 要 求 完 
全 一 样 ,假如 在 上 式 中 把 百 ， 吾 "与 瑟 , 瑟 ' 互 换 , 就 得 到 
H'(HNEKE):H'IHNEK' 
(ENHIAENA (ENEN), 
因此 定理 就 告 成 立 ， 
我 们 容易 得 知 
(ENEH(ENAYE(RNA), 
(EKE'NHYIENBHIEK'(KNEHN, 
‘KE'NBY(ENBIE(EKNAHNEK'(E NA), 
又 假 如 2E(EKNHINK'I(KNH'), 那 示 aE€KNH, a€ 
KrEKNH), Ba=bu, EER' uvE KNH', 上 LFEH, 
EEK'NH, 所 以 CE 站 五 ) 下 人 五 7， 这 就 是 说 ， 
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(KNAFINEKEIENTNE(ERN HA) (EN A), 

寺 是 (如 成 立 , 因 此 定理 得 证 ， 

特别 , 当 萎 号 五 , 并且 五 ' 是 单位 元 群 时 , 我 们 就 得 到 第 二 同 
构 定 理 , 因此 第 二 同 构 定理 是 第 三 同 物 定 理 的 特 倒 . 

我 们 知道 , 理想 子 环 对 于 环 与 正规 子 群 对 于 群 相 光伏, 在 上 画 
三 个 同 构 定 理 中 , 假如 把 群 改 为 环 , 子 群 疏 鸭 子 环 , 正规 子 群 改 为 
理想 子 环 : 子 群 的 积 收 为 子 环 的 和 , 那 末 这 三 个 定理 也 都 成 立 . 


习 题 5.2 


4， 试 用 第 二 辐 构 定理 证 明 对 称 群 84 关于 BB 的 商 群 与 33 同 构 . 

2. 斌 证 在 由 排放 但 水 全 是 偶 排 列 形成 的 群 中 ,所 有 偶 排 诈 开 成 指标 是 3 
的 止 规 子 群 ， 

3 很 如 于 ,下 是 群 日 的 于 群 ， 太 ' 是 站 的 正规 子 群 ， 试 证 女 站 下 是 
互 N 玉 的 正规 子 群 ,并 且 瑟 MK/HT KE 与 下/EE' 的 陪 群 间 构 ， 

4， 试 述 关 于 移 的 第 二 阿 构 定 惧 丁 如 证 明 ， 

5， 试 证 任 党 有 穷 体 与 多 硕 式 环 Z[xj] 对 于 某 理想 子 环 NN 的 同 余 环 
如 Lx] 一 六 同 构 ， 


$5.3 正规 群 昼 


在 研究 不 是 单 群 的 群 时 , 常常 要 考虑 它 的 正规 子 群 , 因此 常常 
避 用 由 正规 子 群 及 正规 子 群 的 正规 子 群 组 成 的 正规 子 群 列 ， 这 节 
我 们 详细 地 讨论 这 种 重要 的 子 群 列 , 

群 G 的 有 穷 个 子 群 G4 所 成 的 子 群 列 
(1) G=G8 IDG DO" OG= EE 
叫做 他 的 正规 群 列 , 下 叫做 这 正规 群 列 的 长 ,这 里 百 是 G 的 单位 
元 群 ,G, 是 G-: 的 正规 子 群 . 

任意 群 除了 单位 元 群 外 ， 显 然 部 有 正规 群 列 ， 譬 如 GD 五 就 


正规 群 列 199 

是 台 的 正规 群 列 ， 假 如 扣 不 是 单 群 , 吾 是 异 于 好 及 吾 的 正规 子 
群 , 那 束 如 五 忆 吾 也 是 G 的 正规 群 列 . 

商 群 询 

OG, GG GE 

叫做 正规 群 列 人 的 商 群 列 ， 一 个 群 的 珂 个 正 现 群 列 , 假如 它们 的 
长 相等 ， 恢 照 某 个 顺序 可 以 使 第 一 个 正规 群 列 的 商 群 与 第 二 个 正 
规 群 列 的 商 群 … 对 … 的 对 庭 , 并 且 所 对 应 的 商 群 叉 都 同 构 , 那 末 这 
两 个 让 规 群 列 旺 做 同 构 . 

璧 如 元 数 是 6 的 循环 群 c@) 的 两 个 正规 群 列 

(a oNIDE, oan OE 

就 是 同 构 ， 这 是 因为 它们 的 商 群 列 都 是 由 元 数 是 2 及 3 的 随 个 逢 
环 群 组 成 的 . 

假如 
(2) = 0 DH DH=E 
又 是 马 的 正规 群 询 ， 刘 果 的 正规 群 列 (和 中 任意 子 群 如 与 人 2 
中 某 子 群 万 ; 相等 ,也 就 是 说 ，{ 了 DD) 中 任意 子 群 部 包含 在 (0 中 ， 开 
未 (四 是 扫 红 ) 的 加 细 .， 最 然 这 时 下 一 个 正规 群 州 也 可 以 看 成 ， 
是 日 身 的 加 细 . 

一 个 群 的 任意 两 个 正规 群 列 显 然 不 一 定 同 构 ， 下 而 我 们 米 讨 
论 寻 )， 雪 ) 加 细 的 问 梅 . 

首先 我 们 来 考 进 (了 D, (2) 如何 加 细 其 长 才 相 等 , 商 群 依 怎样 的 
顺序 条 构 ? 因为 (了 和 的 长 是 六 22) 的 长 是 二 根部 我 们 在 绩 ) 中 每 二 
个 子 群 ri Gi 之 间 部 搬 1 一 1 个子 群 s, .在 2) 中 每 二 个 五 3 
召 ; 之 疗 都 描 有 一 1 个 闻 群 菇 4， 妈 假如 有 
G0 =1, 9, .…, h, 
Ha= Ho Hya"m Hy= Hi, j=1, 2,.%,L, 


那 林 这 二 个 加 细 者 包含 品 个 于 群 ， 再 因为 这 时 (了 的 加 细 是 个 


(3) 


1 
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含有 了 个 子 群 的 组 , (人 的 如 细 是 了 个 会 有 天 个 子 群 的 组 ，、 息 如 前 
者 第 i 组 的 ?个 座 群 顺 次 与 后 者 各 组 的 第 % 个 商 群 同 构 , 即 
(全 Ga Gv Hy/ Hy, 
那 示 上面 这 样 的 加 网 就 是 同 榴 的 了 . 
我 们 和 容易 知道 适合 条 件 (省 的 他 rw 吾 s， 当 然 也 适合 条 件 (3)， 
但 十 怎样 来 挑选 适合 条 件 ( 兴 的 这 些 Gy 及 五 5 呢 ? 因为 
GCG HHy2H;, 


我 们 可 以 取 
人 一 和 天 0， 下 5Sn Hy~= HLy, Ly Hs., 

到 此 条 件 (和 就 是 条 伯 

GR /Ra Hy Hby, 
显然 很 据 第 -三 同 构 定 理 , 只 要 我 们 取 

Ky= i HH; Hy= HiiNlt 
就 行 了 , 也 就 是 说 ,我 们 起 

GG HD), Hy= Hit Hi ft, 

条 件 (4) 就 告 成 立 ， 

青 假如 Ga 一 Ga, 那 末 Gu/Gy 一 吾 , 因此 号 -= 万 则 反 过 
来 ,如 果 五 -aa= 瑟 0, 那 末 他 sy.4 一 Gy. 

这 就 是 说 , 把 这 样 的 Gu 搬入 人 fii, 8: 之 间 , 删 去 相等 的 得到 
长 不 大 于 三 的 (也 的 吉 细 与 把 持 入 五 -bb 五 ;之 间 , 删 去 相等 
的 得 到 (2) 的 加 细 司 构 ， 因 此 我 们 有 下 面 雪 来 义 尔 (0. Schreier, 
4901~ 了 4929) 定理， 

定理 一 个 群 的 任意 两 个 正规 群 列 有 同 构 的 加 细 ， 

壁 如 全 = {@) 是 元 数 为 12 的 循环 群 ， 

(a) Pa) EE, 《@) 全 (oa oF 
是 它 的 酚 个 正规 群 列 ,这 时 
Go= Ho= 0, Gi=t0), 百 一 (5)， 的 = 万: 一旦， 
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于 是 我 们 有 
Gu = Hi = 0, 他 时 一人 站 万 :一 (cj 
好 1 一 百 1Ga 一 五 o， 五 一 五 1 站 一 (ea9) ， 
因此 
{a oan Day IDR, (DaN) Do) HF 

是 上 硬 两 个 正规 群 列 的 同 构 加 细 . 

定义 1 一 个 正规 群 列 如 果 疫 有 蜡 于 它 自身 的 加 组 ， 就 叫做 
合成 群 列 . 

显然 ， 有 穷 群 是 有 合成 群 列 的 . 一 个 正规 群 列 有 时 可 以 加 细 
成 为 合成 群 列 ， 链 如 二 面 的 (0@) 忆 (9) ca) 刁 襄 就 是 如 细 《之 
C9) 必 E 所 成 的 合成 群 列 ， 和 但 也 有 不 论 如 何 加 细 禾 不 能 使 它 成 为 
合成 群 列 的 , 璧 如 但 一 (4) 是 无 穷 循 环 群 ， 

OIO OF Os= BB 

年 它 的 任意 正规 群 列 ,如果 G1 一 C9, 那 末 Gr-t 吾 之 间 还 有 正 
规 子 群 (z 存在 , 所 以 这 时 不 论 如 何 加 细 不 能 使 这 正规 群 列 成 为 
会 成套 列 .这 就 是 说 , 兆 穷 循环 群 (@) 没 有 合成 群 列 , 因此 任 一 群 
不 一 定 都 有 合成 群 烈 ，… 一 个 正规 群 列 也 不 一 定 都 能 够 加 细 成 为 合 
成 群 列 . 

根据 定 奸 1, 我 们 立即 待 到 下 面 关于 合成 群 列 的 两 个 主要 定 
理 ， 

定理 2 一 个 群 的 任意 两 个 合成 群 列 同 构 ， 

这 定理 叫做 约 当 - 严 尔 特 尔 定理 .因此 ,一 个 群 如 果 有 合成 群 
列 , 那 末 它 的 合成 群 到 的 长 是 一 定 的 ,这 长 又 叫做 这 群 的 长 ， 

定理 3 一 个 群 如 果 有 合成 群 列 ， 那 末 它 的 任意 正规 群 列 都 
能 够 加 细 成 为 合成 群 询 . 

下 面 我 们 来 讨论 正规 群 列 是 合成 群 列 的 必要 充分 条 件 ， 我 们 
先 介 绍 与 $8.8 中 骸 大 理想 子 环 类 似 的 重要 概念 以 备 引 用 . 


Te i em er TE et 本 Te APE ee re 


300 第 五 章 群 论 

假如 如 是 群 ， 型 是 它 的 正规 于 群 ， 如 果 仙 中 队 全 及 五 自身 
外 , 不 青 有 包含 五 的 正规 子 群 ， 那 末 吾 就 叫做 局 的 极 大 正规 子 
群 ， 辟 如 % 个 文字 上 的 交代 群 4, 就 是 对 称 群 3, 的 极 大 正规 子 
群 、 假如 瑟 是 生 的 正规 子 群 ,全 Ff/ 昌 ， 如 潜 瑟 是 极 大 正规 子 
群 , 那 术 他 是 单 群 ， 这 是 因为 ， 假 如 区 中 有 辑 于 自身 及 单位 元 群 
的 癸 规 子 群 玉 ,因为 全 ~ 他 , 申 第 一 同 拘 定 理 , 天 在 G 的 完全 象 源 
下 是 日 的 正规 车 群 ,显然 这 时 台 忆 区 二 厢 , 这 与 瑟 是 极 大 的 假设 
不 合 . 反 过 来 ， 假 如 过 是 单 群 , 因为 癌 态 把 正规 子 群 变 为 正规 子 
群 , 记 以 保 中 除 侣 反 厅 外 没有 包 合 吾 的 正规 子 群 ,因此 五 是 极 
大 正规 子 群 ， 于 是 我 们 得 到 

定理 和 群 分 的 正 现 了 群 下 是 极 大 正规 子 群 的 必要 充分 条 
件 是 商 群 9/ 瑟 为 单 群 . 

根据 这 定理 , 上 面 提出 的 问题 不 难 立即 解答 ， 

假设 (了 是 邓 的 正规 群 弄 ， 如 果 它 是 合成 群 列 ， 那 水 好 是 
全 i 的 要 大 正规 子 群 ， 因 此 yi 二 单 群 。 反 过 来 , 如 果 Gf 
是 单 群 ， 那 末 他 :是 全 1 的 极 大 正规 子 群 ， 因 此 它 就 是 合成 群 
列 ， 十 是 我 们 有 

定理 多 正规 群 列 (是 全 成 铬 列 的 必要 充分 条 件 是 GyGB 
G3 一 4, …, 耻 是 单 群 ， 

用 约 当 - 献 尔 特 尔 定理 ,这 些 单 群 仿 wy/G, 由 侣 一 意 决 定 . 

引 册 正规 群 列 ,我 们 也 可 以 把 群 来 分 类 . 

定义 & 群 上 假如 它 有 商 群 部 是 可 换 群 的 正规 群 列 ， 次 叫 收 
可 解 群 : 

显然 ， 任 意 可 换 群 都 是 可 解 群 .因为 元 数 是 质数 的 群 是 循环 
群 ,当然 也 是 可 换 群 ,所 以 群 的 某 正 规 群 列 中 人 性 意 商 群 的 元 数 如 果 
者 是 质数 , 那 末 这 个 群 就 是 吕 解 群 ， 交代 群 4s 厅 是 可 解 群 , 因为 
它 是 单 群 . 
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我 们 容易 证 明 交 代 帮 4,，4s, 对 称 群 8, 5 都 是 可 解 群 ， 又 
由 8 2.3, 得 知 
SAEBEOIE, C= {1, (12) (34)} 
是 对 称 搓 So 的 正规 群 列 , 它 的 商 群 
SA, AviB, Be, 
的 元 数 分 别 是 2，8, 2, 2, 它们 都 是 质数 ,所 以 54 是 可 解 群 ， 显 然 
交代 群 44 也 是 可 解 群 ， 于 是 我 们 得 知 当 ws 4 时 ，4，& 都 是 可 
解 群 . 
由 上 例 , 我们 又 可 以 知道 , 虽然 可 换 群 是 可 解 群 ,但 可 解 群 不 
一 定 是 可 换 群 ， 此 外 我 们 还 可 以 知道 ， 可 解 群 的 任意 正规 群 列 的 
商 群 也 不 一 定 都 是 可 换 群 。 警 如 5 的 正规 群 列 8 一 吾 的 商 群 84 
就 不 是 可 换 群 ， 但 由 定理 工 及 上 节 的 人 式 , 我 们 能 够 加 细 人 悟 它 成 
为 商 群 都 基 可 换 群 的 正规 群 列 , 因此 , 如果 可 解 群 有 人 台 成 群 丈 , 那 
来 合成 群 列 的 商 群 都 是 可 换 单 群 ， 
我 们 知道 各 的 换 位 子 群 是 也 (G9),D(G) 的 换 位 于 群 我 们 就 用 
(人 表示 ， 因 此 Dr 1(G) 就 是 Dm(G) 的 换 位 子 群 ， 于 是 ,假如 
DG) 一 万 ,由 $$ 2.3 定理 5, 我 们 得 知 
GG=DP(O ODG) DO = 
是 G 的 正规 群 列 , 并 且 它 的 疝 群 都 是 可 换 群 , 因此 这 时 G 是 可 解 
群 ， 反 过 来 ,假如 如 是 可 解 群 , 它 的 正规 群 列 
= DD DIR= 
的 商 群 CityG4 都 是 可 换 群 ， 几 为 9/91 是 可 换 群 ,由 82.3 定理 
8, 全 的 换 位 子 群 万 (9)EG， 又 因为 GayGs 是 可 换 群 ,所 以 
DGG, 信也 (G6) 宇 D(GW), 所 以 琅 (9) 拓 9。 一 般 ,我 们 有 
(GD 所 ， 于 是 DtG) 一 吾 ， 因 此 我 们 得 下 商 可 解 群 的 必要 充 
分 条 性 ， 
定理 4 群 Q 是 可 解 群 的 必要 充分 条 件 是 有 某 正 整数 存 
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在 , 使 (07 二, 即 她 有 正规 群 列 
他 一 有 (GT) OD DOMO) 一再 . 
因为 当 mw 字 5 时 ,交代 群 起, 的 换 位 和子 群 仍然 是 它 自身 ， 所 以 不 存在 
使 DC4,) 一 包 的 因 此 nn 关 5 时 ， 4, 不 是 可 解 群 . 

下 而 是 可 解 群 的 重要 性 质 . 

定理 了 可 解 群 的 子 群 是 可 解 群 . 

证 明 ”假定 五 是 可 解 群 好 的 子 群 ,因为 

DFIED(G) 一 吾 ， 
即 D(C 五 ) 一 吾 , 所 以 五 是 可 解 群 ,于 是 定理 成 立 . 

因为 当 n>5 时 ， 交代 群 4, 不 是 可 和 解 群 , 所 以 对 称 群 S; 也 不 
是 可 解 群 ， 主 是 我 们 得 知 5,，4;, 当 nn 专 4 时 都 是 可 解 群 ， 当 nn 之 5 
时, 孝 不 是 可 解 群 . 

定理 8 可 解 群 的 商 群 是 可 解 群 . 

证 明 假定 分 是 可 解 群 , 全 =G/ 吾 是 它 的 商 群 .因为 ~G， 
叉 因 为 换 位 子 的 象 是 挽 位 子 , 换 位 子 的 象 源 中 也 有 换 位 子 , 所 以 局 
的 换 位 子 群 D(9) 在 如 的 象 是 他 的 换 位 子 群 DD(G), 因 此 

De) ~ DD. 
但 屯 (9) 一 加， 所 以 D*(G) 一 必 . 于 是 全 是 可 解 群 ， 因此 定理 成 
入 。 

最 后 ;我 们 来 介绍 二 类 重要 的 可 解 群 ， 

定理 9 了 和 群 舍 2.4 习 题 国 是 可 解 群 . 

证 明和 候 定 群 的 元 数 是 如, 我 们 对 交 用 归纳 法 来 证 明 ， 

当 间 一 上 时 ,G 是 循环 群 , 显 然 这 峙 定理 成 记 ， 人 和 假定 驯 是 邓 的 
中 心 , 国 为 0 的 元 数 大 于 1($2.4 习 题 全 ,所 以 上 =G/O 的 元 数 是 
下, 8<w%， 根 据 归 纳 法 假设 ， 他 是 可 解 群 ， 于 是 我 们 有 下 (9) = 
天 ,但 他 ~ 于 ,而 玉 ( 的 的 象 是 Dr 加), 因此 DW( 人 7 和 皇 0， 青 因为 0 
是 可 换 群 , 当 热 也 是 可 解 群 ,于 是 我 们 又 有 忌 C) = 如 .因此 
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Di EPO) =E, 
即 DYAG) 一 召 , 所 以 如 是 可 和 解 群 ,于 是 定理 成 立 . 

元 数 是 Pr (Pp, 9 是 不 相等 的 质数 ) 的 群 是 可 解 群 吕 ， 这 是 著 
名 的 过 各 淫 特 人 W. Bornside, 1852~1927) 定 理 ， 但 元 数 是 pzgtr? 
的 群 一 般 不 是 可 解 群 ， 辟 如 有 4; 不 是 可 解 群 ， 它 的 元 数 阳 = 
22.8.5. 

下 面 是 范围 较 大 的 … 类 可 解 群 . 

假定 几 是 群 台 的 正规 子 群 , 那 末 由 所 有 形状 象 

a Riah, aso, AEH 
的 换 位 子 生成 的 子 群 ， 我 们 用 了 [Gi， 瑟 ] 来 表示 ， 显 然 D[3, 6] 
一 力 ()， 鸯 为 五 是 名 的 正规 子 群 ， 所 以 a -TahE 及 ,因此 
De, Hil 有， 加 $2.3 中 一 禅 ,对 于 任意 9E 了 LIG， 五 ] ,我们 有 
aga 0 生态 {G, HI, FF 是 aga nt€E DIG, Hj, 所 DIG, Hl 
是 所 的 正规 子 群 . 

我 们 命 玫 鸭 , 8] = 人 五 [G， 的 ] =Gs， 一 般 DD[G, G1] = 
假如 和 有 其 正 整 数 名 存在 ,使 全 ,一 DLG, Go 一 殖 , 那 末 鼠 叫 
做 于 霉 群 . 显然 叮 换 帮 是 等 零 改 ， 

定理 区 玫 零 群 是 可 解 群 . 

证 明 假定 己 是 碎 零 群 ,9m 一 D[G， Gm 二 二 吾 , 因为 

Dla)=®, Di)}= DIG, EDIG, l=, 
所 以 太一 有 Gu ECG 一般 疾 (的 区 的 ， 但 各 一 再. 所 以 
了 一 五 ,于 是 好 是 可 解 群 ,因此 定理 得 证 ， 

1950 年 华罗庚 曾经 证 明 非 可 换 体 的 乘 群 不 是 可 解 群 呈 、1I961 
年 怀特 与 海 小 生 证 明了 元 数 是 奇数 的 群 都 是 可 解 群 中 ， 这 是 一 个 

与 上 上 奇 类 似 , 对 于 环 也 有 合成 环 列 , 即 环 如 的 子 环 列 

RE= RPR DD R=0, 
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其 中 Bi 是 Bi 的 极 天 理想 子 环 ， 叫 微 环 及 的 合成 环 列 并且 一 
个 环 的 任意 两 个 合成 环 列 也 同 构 ,也 就 是 说 ,五 的 任意 两 个 合成 环 
列 的 项 数 相 等 ,并 且 它 信 的 同 余 环 按 某 顺 序 彼此 同 构 . 

同样 , 体 也 有 所 谓 合 成 体 列 . 体 下 的 子 体 列 

下 = 玉民 二 了 DRE 二， 下 是 质 体 ， 

其 中 ,1 是 玉 , 的 正规 扩张 体 , 并 且 各 体 间 不 存在 真 中 间 正 规 扩 
张 体 时, 叫做 豆 的 合成 体 列 . 假如 下 ,1 关于 ;的 次 数 是 mn, 那 来 

. Ny "Ny 
叫做 下 的 次 数列 ， 当 次 数列 中 的 数 都 是 质数 时 ， 玉 就 叫 租 可 解 
体 . 


习 题 5.8 


工 ， 讶 这 对 共 附 Sa， 人 册 光 林 解 群 。 

3. 和 根 如 全 : 开 是 可 租 知 ， 总 让 可 全 纤 , 玉 末 后 世 是 可 解 群 . 

3. 假如 六, 丰 部 是 纹 人 如 站 子 群 , 并且 太 是 正规 子 胖 ， 旭 果 互 , 五 都 是 
可 解 群 , 那 林 号 五 也 是 可 镍 能， 

入 .假如 站 是 车 , 浇 证 天 :是 研 多 守 规 子 群 . 

5, 息 如 辟 ; 丰 基 群 避 的 计 个 王 寞 的 极 天 不 规 子 群 , 证 证 考 一 吾 天 ,并 县 

G/TS2RIHNE, GESHAHNE, 

6， 试 求 对 称 脱 5 的 外 有 六 成 松 们 . 

7 了 7. 假如 可 摘 里 台 有 有 人 各 成 束 寞 于 林 候 是 有 完 尾 ， 

8， 试 证 吕 f 3 ,天 是 可 解体 ,这 理 怠 是 有 型 数 体 。 


8$54 直 积 
在 格 论 中 ,十 积 是 一 个 重 妓 概念 , 它 把 一 个 群 用 构造 比 它 简单 
的 闻 群 来 表达 ,让 过 论 群 的 构造 时 起 郑 蛋 大 作用 ,这 节 介 绍 它 的 基 
本 概念 及 基本 性 质 . 


- 
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由 和 2.3 我 们 知道 , 假如 群 他 是 它 的 两 信子 群 4, 吾 的 乘积 ， 
即 太 一 48, 那 未 如 中 标 汇 元 能 能 用 4&8, sg 后 4, 了 EB 来 表示 . 但 
是 这 圳 示 一 般 不 是 一 意 的 ， 并 且 人 如 的 针 合 法 不 一 定 能 够 用 4, B 
的 铺 会 法 来 完全 决定 .如 果 4, B 涡 足 某 些 条 件 ， 这 要 求 是 可 以 
达到 的 ， 这样 我 们 就 有 了 站 积 这 个 概念 ， 
假定 4, 召 是 性 惧 的 子 群 ,如 果 
1”4, 总 都 是 正规 子 群 ; 
2° G= dB, 
8° 4B 五 , 是 的 单位 元 群 , 
那 末 他 叫 向 子 群 4, 互 的 直 积 ,用 记号 他 一 生 x 了 来 者 示 . 这 时 我 们 
叉 说 他 能 够 分 解 为 同 ,天 的 育 积 ,4 五 叫做 部 的 直 积 因子 。 
辟 如 1 各 元 循环 群 (e) 是 子 群 (a ; (gD 的 直 积 , 基 
[a) = (82) x (a). 
这 概念 我 们 又 常常 几 下 面 另 一 形式 水 表达， 
假设 4, 瑟 是 群 季 的 了 人 群 ,如 果 
+” 甸 中 任意 元 9 能够 一 意 地 表 为 
yg=ab, EA, EB, 
3” 本 中 任意 元 与 召 中 和 在 意 元 能 够 变 黎 ， 
那 未 刀 叫做 有, B 的 直 积 ， 
下 夯 我 们 来 证 明 这 南 个 概念 是 一 狼 的 ， 
假如 根据 第 一 个 定义 ，9 基 它 的 子 群 4 娟 的 直 积 ,因为 对 子 
人 中 任意 元 9, 我 们 有 二 a8, 如 果 
y=aPbi dby, fl, CEA, bh, bsEB, 
奸 就 育 aalai= 687'， 信 雪人 则 B= 名, 于 是 
qz 一 babi' 一 6， 是 G 的 单位 元 ， 
所 以 一 qz 如 一 652， 因此 y=08 这 种 下 未 是 一 意 的 。 再 关 为 也， 
B 都 是 如 的 正规 子 群 ,所 以 
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要 六 二 一 有 (GD1) 一 【和 有 页 
是 4 中 元 , 同时 也 大 召 中 元 ,于 是 
Ga 一 2D 1=e, 
所 以 a6 一 ba, 因 此 4 中 任意 元 与 B 中 任意 元 能 能 交换 ， 所 以 这 时 
根据 第 二 个 定义 ,8 也 是 4, 召 的 直 稳 ， 

上 友 过 来 , 假如 根据 第 二 个 定义 , 9 是 子 群 4、28B 的 直 积 ， 因 为 
对 于 台中 任意 元 9， 我 们 有 8 一 8， 所 以 好 会 4. 因此 6G=AB. 
又 因为 4 中 任意 元 与 召 中 任意 元 能 够 交换 ,所 以 

gdg i=-abdAb 1 一 CdeE4， 
因此 4 是 吕 的 正规 子 群 .同样 8 也 是 GQ 的 正规 子 群 ， 肖 假 如 
AD 门 吾 , 那 来 
Defeat, 
因为 这 种 表示 是 一 意 的 , 所 以 ce, 于 是 4 人 B= 至 ,因此 这 时 根据 
第 一 个 定义 , GG 也 是 4, 二 的 直 积 ， 所 以 两 个 直 积 概 食 是 一 致 的 。 
假如 如 是 子 群 4, 如 的 家 积 , ,gs 是 G9 中 任意 元 ， 
gid ga— aba, 
那 末 
9aga 一 ClG2e babs. 
这 就 是 说 , @ 中 任意 两 元 相 乘 ， 具 型 乘 它们 的 因 于 就 行 了 ， 因 此 ， 
假如 4, 8 的 构造 已 经 知道 ， 那 末 昌 =4 xB 的 构造 也 就 知道 , 也 
就 是 说 ,GQ 能够 由 4, B --- 意 决定 , 当 9 是 有 穷 群 时 ，G 的 元 数 是 
全 的 元 数 与 召 的 元 数 的 乘积 . 

由 定义 我 们 容易 得 知 , 假 如 如 =A xB, 显 热 =BxA， 再 根 

据 第 二 同 构 定理 ,我 们 有 

AHB, BG/A., 
这 就 是 说 ,假如 GG= 和 4xB, 那 末 4 是 和 ~G/4 的 同 态 被 ,并且 这 
闻 态 又 是 了 与 G/4 的 同 构 ， 因 此 日 是 与 它 的 同 态 象 同 构 的 子 群 
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与 同 态 按 的 直 积 ， 反 过 来 , 假如 4 是 群 从 的 某 同 态 的 同 态 核 , 并 
且 这 同 态 又 是 同 檀 每 与 的 正规 子 群 B 的 同 构 , 那 来 全 A XB. 
这 是 因为 , 中 任意 元 与 B 中 某 一 元 在 4 的 同一 陪 集 , 所 以 一 
4B， 再 因为 BQ/4, 所 以 AN 8B 一 召 , 因此 妃 是 4, B 前 直 积 . 

当 G 是 加 群 时 , 如 果 届 是 4, BB 的 前 积 , 我 们 就 用 G=A4+B 
米 表 示 , 叫 多 做 4, 如 的 直 和 ,4, B 叫做 妇 的 直 和 国 子 . 

上 面 两 个 子 群 直 积 的 概念 ,我们 可 以 把 它 来 推广 。 

假设 41 43, …, 44, 是 群 全 的 子 群 ,如果 

1? A1，4s,，，…，4, 邦 臣 4 的 正规 子 群 ; 

2° Ge Ad d,; | 

3” 已 门 4 一 再 Hi 一 ds j=2,… Wn, 吾 是 他 的 单位 


元 群 . 
那 末 记 册 微 41， 二 9， “ey 44， 的 直 积 ， 其 分 一 上 由 x A XX Ad,, 而 
雪 叫做 局 的 直 积 因子 . 


间 上 面 的 讨论 一 样 ,假如 昌 是 4，…， 44, 的 直 积 ,容易 得 知 
i. 中 任意 元 9 能 够 一 意 地 巾 为 
d= id 
2，4 中 任意 元 与 志 史 关 办 中 任意 元 能 够 袍 撞 . 
并 且 这 是 是 积 定 义 的 另 一 种 表达 形式 ， 这 上 基 因为， 假如 根据 这 定 
义 , 对 是 子 群 4 一 1 2,…-, 和 0) 的 直 积 , 命 
下 一 由 
那 末 
= 4x Hi, 
于 是 4 是 如 的 正规 子 群 ,并 且 因 为 4 站 雇 一 请 ,所 以 4 B= 是 ， 
因此 权 据 上 面 的 定 头 ,Gf 也 是 4 的 家 积 ,这 叉 是 说 , 上 面 的 定义 能 
况 由 这 定义 推出 . 
要 注意 的 是 ,假如 G 中 任意 元 能 够 表 为 由 二 天 二 2 人 0 中 


本 
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元 的 乘积 , 并 且 4 中 任意 元 与 出 (分 中 任意 元 又 能 够 交换 ， 这 
时 只 要 对 于 好 的 单位 元 这 种 表示 是 一 意 的 , 那 末 对 于 中 任意 
元 这 种 表示 也 是 一 意 的 . 这 是 因为 ,如果 
Ha Oo 
我 们 就 有 ia71Q2021ora1!=8, 因 此 而 ==1, 2 0), 
上 面 是 介绍 直 积 的 概念 ,现在 我 们 来 讨论 直 积 的 性 质 . 
假如 人 一生 关 如 和 关 … 基 4 如 果 
B=AiXe A 
辣 
那 末 我 们 有 
{1) G=A XxX AL XX A, 
如 果 44= Bu X… x Biw,, 由 定义 我 们 又 容易 验证 
G= Bx x Bs, Xr x Bi Xe x Bm,, 
这 就 是 说 , 症 若干 个 下 群 的 直 积 中 ,与 元 素 乘 积 的 情况 一 样 , 我 们 
柯 刺 任意 添加 括 弧 或 减少 拉 狐 ， 
假如 时 =4 关 A 二， 命 全 一 
1 ,我们 就 得 到 吕 的 正规 群 列 
(2) 他 一 名 全 他 DDG, BE. 
这 时 如 果 F/G 一 下 -ttl 有 合成 群 列 , 命 
A=Aw DA DOA, = 
是 44 的 合成 群 列 , 于 是 我 们 有 
(3) Gi ado TG da I ad 一 个 
由 第 :~ 同 构 定理 ,我 们 容易 得 知 -oidy 是 Ba4pa 的 正规 于 
群 ,并 且 


Gd 1 Ont ds Ag_1 dy, 
因此 如-a7GB di 是 单 群 , 于 是 上 面 的 正规 群 列 但 ) 用 {8) 
如 细 就 得 到 侣 的 合成 群 别 ， 就 是 说 ， 假 如 G= 4x As x x 4， 
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如 果 4; 都 有 合成 群 列 ， 屠 末 对 也 有 合成 群 列 ， 并 且 弛 的 长 等 于 
和 4 的 长 前 和 . 

假定 六 是 体 五 的 向 景 空间 ,因为 六 是 带 算 集 玉 的 加 群 ,如 果 
它 有 上 % 个 元 形成 的 关于 瑟 的 底 , 那 末 六 的 长 是 m, 因此 由 $5.3 
的 当 -共和 尔 特 尔 定理 , n 大 一 意 的 ， 这 就 是 说 , 广 关 于 玖 底 的 元 
数 是 一 定 的 . 但 是 上 中 任意 全 本) 个 关于 五 线 性 无 闫 的 元 形 小 
它 前 底 ， 所 以 了 关于 五 的 底 的 元 数 等 于 (六 : 了 到 )， 这 就 是 和 4.4 中 
定理 3 不 需要 其 中 定理 十 定理 2 的 另 -证明 . 

做 如 全 匙 群 ， 


G=AxB= A x PB, 

如 果 B 宇 太 , 时 ， 
| 二 二 1, 
我 们 就 说 避 能 够 从 直 积 中 消去 . 假如 口 是 有 穷 循环 群 ,显然 吾 可 
以 从 让 积 中 消去 ,1962 年 卡 普 伦 斯 基 (I. Kaplansky) 猜 测 当 吾 是 
无 穷 循环 群 时 ， 召 也 可 以 从 直 积 中 消去 ，1967 年 毅 柯 《L. Enchs) 
证 明 无 穷 循环 群 不 能 从 直 积 中 消去 ,否认 了 这 个 猜测 、1969 年 全 
桑 (R. Hirshon) 证 明了 当 二 是 有 穷 群 时 ， 它 可 以 从 直 积 中 消去; 
当 召 是 无 穷 群 时 ， 如 果 它 满足 正规 子 群 的 极 大 条 件 ， 也 可 以 风 站 
税 中 消去 , 解答 了 这 问题 .1975 年 伊 革 对 这 又 有 新 结果 ， 读 者 谷 
知 其 详 , 请 参考 文献 [5]. 

一 个 群 假 如 能 够 分 解 为 真子 群 的 直 积 ， 它 的 予 群 不 一 定 也 者 
。 能 够 分 解 为 直子 群 的 直 积 ,但 是 它 的 某 皮 科 群 却 能 够 如 此 ， 

定理 1 假设 余 =4xB, HH 是 人 的 子 群 ,并且 五 二 4， 屠 
本 

B=AxHNB). 
证 明 因为 吾 三 G, 所 以 HH 中 任 党 移 记 可 以 等 咸 
h~ab, aEA, bEB, 


me he ree ee a ee He er et .ep rr 
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但 5 一 壤 E 吾 ,因此 5EEH 个 B, 所 以 
H=A(HNBD). 

再 因为 44, 吕 是 蝇 的 正规 子 群 ,所 以 4, 及 人 |B 都 是 瑟 的 正 

规 子 群 , 父 因 为 
ANCHNADEANB=E, 
所 以 豆 是 4, 吾 作 8B 的 直 积 ,因此 定理 得 证 . 

一 合群 如 果 能 够 分 解 为 它 的 真子 群 的 直 积 ,就 叫做 可 约 群 , 否 
出 叫 散 既 约 群 ， 臂 如 对 称 群 8, 就 是 县 约 群 (2.8 习题 10，11). 
再 元 数 是 质数 算 的 狂 环 群 久 及 无 筋 循环 群 也 都 是 既 约 群 . 这 是 因 
为 ,它们 的 任意 两 个 子 群 的 交 都 异 于 单位 元 群 .一 个 群 如 有 果 和 能够 分 
解 为 它 的 真子 单 群 的 直 积 ,就 叫做 完全 可 约 群 . 

我 们 很 容易 知道 , 假如 各 是 完全 可 约 群 ， 它 分 解 为 %% 个 单 群 
的 直 积 , 那 末 它 有 长 是 ”的 合成 群 列 , 也 就 是 说 它 的 长 是 nn. 

下 面 是 完全 可 约 群 的 基本 性 质 ， 

定理 2 假设 G 是 完全 可 约 群 ,4 是 它 的 任意 正规 子 群 , 那 就 
有 一 正 内 子 群 妃 存 在 ,使 得 他 是 4 BB 的 直 积 ,了 妈 

G=AxB. 
这 就 是 说 , 完全 可 约 群 的 任意 正规 子 群 是 它 的 直 积 因 子 ， 
证 明 ”假设 日 =41x…x4,,，4; 是 单 群 , 那 未 
Gd 

因为 41 是 单 群 ，4n 4: 是 4 的 正规 子 群 ， 所 以 4 4 是 上 秆 或 
者 是 单位 元 群 加， 当 4 门 4=4 肿 ,44 一 4, 这 时 我 们 把 看 删 
去 ;: 当 40 sa 一 在 时 ，44i 一 人 xd 这 时 我 们 把 444 改写 
成 44x4di， 这 样 继续 进行 ，- 明 因为 (4: 看 …4x-_i) 人 4x 是 单 群 
4 的 正规 于 群 , 所 以 它 是 4 或 如 ,因此 我 们 可 以 把 4x 删 去 或 招 
《4414daz-)4x 改写 成 (444z-) x 要， 很 如 把 所 有 这 些 多 
余 的 4, 一 一 删 去 ,把 剩 下 的 腾 积 改 成 直 积 ,我 们 就 得 到 
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=AX A XX 
因此 4 xXx…x4。 就 是 所 求 的 正规 子 群 B, 所 以 定理 得 证 . 

在 上 面 的 证 明 中 ， 人 很 如 把 G 一 4 如 x-…x4 中 异 于 4a 
A;, 的 直 积 因子 的 直 积 用 4' 表示 ， 那 末日 一 4'xX Asx… x A4。， 因 
此 4 守 4'， 但 4' 是 完全 可 约 群 ， 所 以 4 也 是 完全 可 约 群 .再 候 
如 雪 4 是 完全 可 约 群 9 的 正规 子 群 ， 骨 如 = 44X 吾 ,我们 有 G/4 
召 ， 因 为 吾 是 避 的 正规 子 群 ,所 凡是 完全 可 约 群 ， 因 此 G/4 是 完 
全 可 约 群 ， 于 是 我 们 省 

定理 8 完全 可 约 群 的 正规 子 群 是 完全 可 约 群 .完全 可 约 群 
的 商 群 也 是 完全 可 约 群 . 

由 32.3, 我 们 知道 在 一 般 群 中 , 正规 子 群 这 个 美 系 是 不 适合 
传递 律 的 ,但 在 完全 可 约 群 中 ,传递 律 能 够 成 立 ， 这 是 因为 , 完全 
可 约 属 前 正规 子 群 是 它 的 直 积 因 了 于 .再 由 定义 我 们 容易 证 明 ， 任 
党 站 积 因子 的 正规 子 群 仍然 是 群 的 正规 子 群 。 因 此 , 假如 GG 是 完 
全 可 约 群 ， 如果 4 是 吾 的 正规 子 群 , B 义 是 仓 的 正规 子 群 ， 那 末 
4 是 G 的 正规 耶 群 . 

在 3.9, 我 们 讨论 了 元 素 的 和 分解 , 这 里 我 们 介绍 群 的 分 解 . 一 
个 群 在 什么 条 件 下 能 分 解 为 既 约 群 的 直 积 ， 在 什么 条 件 下 这 种 分 
解 浆 是 一 意 的 ? 对 此 ， 克 努 尔 ， 雷 马克 (R. Remary)， 许 密 竺 
{E, Sechmidt, 18465 收 4921) 有 一 个 重要 定理 中 ,这 里 不 多 谈 丁 ， 

上 面 是 讨论 在 周一 群 中 若干 个 子 群 的 直 积 ， 任 意 车 干 个 群 的 
直 积 我 们 也 可 以 仿照 上 面 的 方法 来 定义 . 

假定 4, 吾 是 两 个 群 (相等 或 不 相等 ), 我 们 取 所 有 元 素 对 

(9 用)， deEA, EB, 


并 县 规定 
{1 b= (ds, 2), BH =, b= bs, 
(Q1, 0 (a, b3) = (G40, bibs), 
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那 示 所 有 这 样 的 元 素 对 形成 为 群 G, 其 中 所 有 形状 象 (4, 0) 及 
(e, 5) 的 元 素 对 分 别 形成 与 4, B 同 构 的 子 群 4', B'， 这 里 。 是 
4, 中 的 单位 元 . 显然 4', 好 是 他 的 正规 子 群 , 根据 直 积 定义 ， 
我 们 容易 证 明 G 是 子 群 4',，B' 的 直 积 ， 这 时 我 们 拒 4', B' 分 唱 
看 成 4, B, 因此 日 就 是 4, B 的 直 积 , 即 人 -4xB. 

显然 ， 当 4， BB 都 是 可 换 群 时 , 4 一 4xB 也 是 可 换 群 ， 假 如 
我 们 拒 (&, 了 与 人 8, a) 对 应 ， 妈 (a, 5)->(3, a)， 那 末 这 对 应 就 是 
站 xB 射 到 如 x 4 上 的 问 构 , 因此 4 xB 二 BxA. 再 因 ((a, 58), 避 ) 
一 (a (5, 中) 是 (4xB)xO 射 到 4x (Bx0) 上 的 同 构 ， 于 是 
(网 关 吾 ) xO 关 人 xx 区 ,所 以 我 们 又 有 

AxB=BxA, (AxByxU=-Ax {BxO0), 

即 直 积 因子 适合 乘法 的 交换 律 及 结合 律 ， 

为 了 方便 , 我 们 又 常常 拒 (e, 妇 写 成 普通 铁 积 的 形状 a5, 即 


(ga, b}=ad, 
因此 gb1 = Do, 当 全 1 一 da, #1 一 bs, 
并 且 (db1) (aad 一 【129 (Chiba). 


基于 于 个 群 二 ,，…，4, 的 直 积 ,我 们 可 以 粮 氛 
和 1 
用 归纳 法 来 定义 . 
与 群 的 直 积 类 似 , 我 们 有 有 环 的 直 和 . 
假定 及 ,， 民 ,…, ,是 个 环 ， 那 末 所 有 形状 象 (zi "+ Gn) 
eaE 瑟 , 的 元 根据 上 下滑 谋 定 的 结合 
{G1 ， 当 oa =1, 2, ,Ry 
(Es el 
KR 
形成 一 个 环 总 , 其 中 所 有 形状 人 象 (0，- -, 0), qi€ Bs, 的 元 形 
成 与 肪 同 构 的 子 环 ， 这 呈 我 们 就 叫 侯 字 的 子 下 刁 ， 成 , 的 直 
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和 ， 用 吾 = 媚 ! 十 … 十 吾 , 表示 显然 这 时 BR, …，B4 是 吾 的 理想 
子 环 ， 我 们 也 常常 把 (ai，…，o) 写 成 和 的 形状 mr 十 … 十 cr 即 (oa， 
2 

假如 环 五 看 成 加 群 时 是 它 的 理想 子 环 Rj 了 一 4， …, %w， 的 直 
和 和 . 串 玉 环 忆 也 是 耻 环 RR 的 直 和 .这 是 因为 加 群 瑟 是 子 加 群 豆 
的 下 和 ,所 以 上 面 的 规定 中 前 两 个 条 件 成 立 , 再 因为 及 是 五 的 再 
想 子 环 , 所 以 由 马 站 如 一 0 我们 就 有 BB 一 0, $j. 于 是 

A 二 
即 上 夯 第 基 个 条 件 也 成 立 . 因 呈 呈 == 本 十 … 二 BR。 

出 群 的 情况 -一样 再 一 如 ;十 -十 疝 , 时 ,至 中 元 能 够 一 音 了 地表 
为 i BB 中 泡 的 和 ， 末 的 结合 法 能 够 由 玉 的 铺 合 法 一 意 
决定 .因此 引用 直 和 和 ,一 个 环 古 以 化 为 构造 比 它 简 单 的 环 来 和 究 . 
辟 如 儿 -.(6) 遇 然 不 是 体 ， 但 它 是 体 Z 一 (加 ,ZZ 一 (3) 的 直 和 ， 好 
一 {6) 一 (7 一 (2)) 二 (ZZ 一 (3))， 义 RB 前 理想 子 环 记 是 只 的 理 
臣子 环 ， 此 外 , 奏 董 二 个子 环 的 直 和 中 ,我 们 也 可 以 任意 增加 或 减 
尘 括 蜂 ， 

一 个 环 候 如 不 能 分 解 为 真子 环 的 直 和 , 就 叫 慌 肛 的 环 ， 显 然 ， 
单纯 环 是 扳 药 环 , 质 环 也 是 既 约 环 . 

下 面 两 个性 后 与 定理 工 . 定理 2 类似, 不 是 一 般 环 所 有 具备 的 ， 

与 定理 2 类 似 , 我 们 有 

定理 和 假如 妇 二 及 中 坏 且 中 有 单位 元 的 理想 子 环 ， 那 未 呈 
是 丰 及 另 一 卉 柜子 环 B 的 直 和 ， 

证 明 假定 基 半 的 单位 元 ， 那 来 再 中 所 有 适 台 we 一 0 
弛 一 0 的 元 7 形成 中 的 理想 子 环 如， 显然 4 门 号 =0、， 再 人 恨 如 y 为 
五 中 任意 元 ， 因为 {re)e 一 reE 4， 命 Te=g 即 得 re 一 ge， 于 是 
(7 一 te 一 00， 再 因为 < 是 4 的 单位 元 ，erE€4， 所 以 ere=er， 即 
2 一 二 0 ， 因此 7 一 aEB, 人 辣 7 一 a 一 5b, 我 们 有 *=4#+5， 于 是 
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品 看 成 加 群 时 是 4, 户 的 直 和 , 著 E=A4+B， 所 以 定 理 成 立 . 
此 外 我 们 还 有 与 定理 工 类 似 的 
定理 5 假如 五 是 有 单位 元 6 的 环 ， 并 有 旧 是 子 环 瑟 ，…， 也 ， 
的 站 种 , 妈 召 = 六 十 … 十 五 ， 如 困 工 是 忆 的 让 理想 子 环 , 那 末 
La= Li + LT,, 
这 里 荆 =RNN 工 , 
证 明 首先 因为 及 都 是 如 的 理想 子 环 , 并 卓 工 生 R, 所以 工 
都 是 工 的 理想 子 环 .再 因为 
g—=B1+ "en BE BR, 
所 以 对 于 工 中 任意 元 &, 我 们 有 
Te20 = es. 


由 于 EI 和 RR, 记忆 ex€ RR=R 内 由 于 2E RECR, i er E 
下 也 一 二 ， 于 是 eagE 吕 站 了 工 一 了 工 , 这 就 是 说 , 闻 中 任意 元 能 够 慌 为 它 
的 理想 子 环 五 , …， 政 中 元 的 和 .但 如 是 责 ，…， 豆 ,的 次 和， 
而 五 忌 马 ， 所 以 工 中 元 能 够 一 意 地 表 为 工 ，…， 卫 ,中 元 的 和 , 因 
此 工 是 荆 的 直 和 .于 是 定理 成 立 . 

要 注意 的 是 ， 上 定理 中 R 是 有 单位 元 的 环 , 假如 及 没有 单位 
元 , 定理 是 不 成 立 的 . 警 如 设 世 一 (8) == 全, TT …, 7} 中 于 环 忆 一 
们 , 3, 二 梧 ， 闭 末 工 一 {(0, 0)，(4, 可 是 有 二 妃 十 R 的 理想 子 
环 ,但 它 不 是 R 的 理想 子 环 的 直 和 ， 


习 题 5.4 


1 假设 (9) 是 元 数 #=rs 的 循环 群 , 其 中 ,5) =1， 斌 证 (o2 是 元 数 为 * 
的 循环 群 (w) 与 元 数 为 s 的 循环 群 ta") 的 直 积 . 

23， 假如 循环 群 4 BB 的 元 数 分 别 为 mW, n， 试 证 4xB 是 稍 浆 群 的 必 记 
充分 冬 件 是 分 ,2 互 质 , 印 (Go = 

3. 试 求 两 个 3 元 群 的 直 积 ， * 
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4， 概 如 二 是 可 换 群 G 的 半 群 , G7 豆 是 无 穷 循 环 群 , 试 证 
G=HxXG/EH. 
5， 假设 4, PF 是 群 G 的 正规 子 群 ,全 =48, 各 = 有 和 4B, 试 证 
G/BHSA/E XBI/A. 
6. 假如 十, 8 是 群 6 的 正视 子 群 , 斌 证. 
48 的 长 十 半路 B 的 长 =44 的 长 十 召 的 长 。 
7， 假如 环 吾 是 它 的 子 环 R, i=1，-…, 2 的 直 和 , 即 玉 一 总 十 … 十 已， 
那 未 召 , 是 豆 的 埋 想 子 环 . 
8. 假设 于 电 = 玉 十 … 二 局, ,Ci 分别 是 总, BR 的 中 心 , 试 证 
C=01t "+n, 
9. 假如 评 吾 看 成 加 赂 时 是 它 的 堪 理想 子 环 如 ，…, Rs 的 直 和 , 吾 的 单 
位 元 


E 一 6 二 十 en， ereR,, 
那 末 etey 当 1=j 了 时 为 6， 当 1 村 5 时 为 0. 
10. 儿 如 环 有 异 于 单位 元 的 宕 等 元 , 避 未 这 环 为 以 此 塞 等 元 为 单位 元 的 
理 枫 下 环 与 其 他 理想 子 环 的 香 和 。 


8$55 可 换 群 

这 节 我 们 讨论 可 换 群 的 构造 ， 也 就 是 讨论 可 摘 群 如 何 一 意 地 
分 解 为 既 约 群 (循环 2p 群 , 无穷 循环 群 ) 的 直 积 ,这 里 所 说 的 群 都 是 
可 换 群 ， 我 们 和 完 从 较 简单 的 p 群 开始 . 

定理 1 2 群 能 够 分 解 为 循环 pp 群 的 下 积 . 

证 明 假定 妨 的 元 数 是 9”, 我 们 对 ”用 归纳 法 来 证 明 ， 

%= 工 时 , 定理 显然 成 立 ， 假 定 % 一 在 时 定理 成 立 , 下 面 我 们 来 
证 明 % 时 定理 了 世 成 立 . 


想 定 4 是 妃 中 阶 数 p' 最 大 的 元 , 那 末 及 一 G/ (q) 的 元 数 生 = 
Pr 因此 也 是 Pp 群 . 本 是 根据 归纳 法 假设 就 得 到 
(1) G1) x (am 


ar rar r es : 
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下 面 我们 来 证 明 避 一 (@) x (ei) Xx-… x (gm)， 这 里 是 纹 在 
台 的 某 个 象 源 ， 亚 然 4 的 阶 数 都 是 2 的 等 ,因此 定理 就 告 成 立 ， 
首先 ,对 于 侣 中 任意 元 9, 由 9EG, 得 
Ck a 
因此 
9= A ann 
这 就 是 说 , 9 是 (feil，…，{omi 中 元 的 乘积 。 
再 假如 cro…a 和 一 e， 因 为 & 是 他 的 单位 元 ， 即 5 一 5， 所 以 
0 一 和 几 () 我 们 有 
(9) Ga, $=l1, ,i, 
我 们 命 本 的 阶 数 是 p55，ai 的 阶 数 是 P*， 最 热 如 宇 ， 如 来 划一， 
也 就 是 说 ,人 的 防 数 也 是 P', 由 (C2) 我 们 有 Pp*is, 于 是 中 一 6， 因 此 
和 ee， 根据 定义 全 一 (@) XxX (491) XXX em， 所 以 这 时 定理 成 立 。 
如 果 考 关 加 因为 让 的 象 源 w 不 是 唯一 的 , 假如 我 们 能 够 另 选民 
蔡 和 便 a 的 阶 数 为 DP， 即 ow 的 阶 数 与 对 的 阶 数 相 等 , 耶 林 父 一 
CE) x (1)X-… Xtam), 因 此 定理 也 同样 成 立 ， 我们 知道 
Euan 
因此 aF EC (a) ,我们 命 af'=a*, 是 整数 ,出 
a) "a se, 
我 们 厌 得 到 ho", 即 和 二 jp*， 命 号 一 mz*, 慎 未 
Mag PD" gy 
所 以 的 阶 数 是 镶 , 于 是 定理 得 证 ， 
企 上 面 的 证 明 中 只 引 用 了 全 中 元 的 阶 数 是 的 宕 这 一 性 质 . 
于 是 假如 量 是 有 穷 群 , 其 中 任意 元 的 阶 数 邦 是 p 的 窒 , 未 未 台 也 
是 征 环 P 群 的 直 积 ， 因 此 避 也 是 p 群 也 就 是 说 , 一 个 (有 穷 ) 群 
如 果 它 的 任意 元 的 阶 数 是 质数 p 的 客 , 那 林 它 就 是 p 群 . 
定理 有 3 群 台 能 够 一 意 地 分 解 为 循环 了 群 的 直 积 ， 也 就 是 


说 ,假如 
Go 0) Xe Ca) = BI) Ke K Ch), 
那 末 =B， 并 且 适 当选 取 人 3) …， (Be) 的 顺序 ， 可 坟 使 (aw 
衬 (6), 妈 6 的 阶 数 六 与 5 的 阶 数 信 相等 . 
证 明 分 解 的 可 能 性 已 如 上 述 ， 下 面 我 们 用 反 证 法 米 证 明 分 
解 欧 唯 一 性 . 


为 了 重 于 叙述 ,我 们 假定 
和 
假如 TR PB By 


因为 
Go (a ex (oo 人 af x -x (eg 
所 以 Gr 的 元 数 为 
PT Dr Hr 
间 丹 , 姑 因 为 G8 = 13) xx (好 ,所 以 G8" 的 元 数 为 
Pp aia 
于 是 
和 

因 毕 六 一 有 ， 即 :有 这 本 上 面 崩 证 丰台. 于 是 了 一 3， 因 此 
太一 让 所 以 定理 成 记 . 

关于 一 般 有 穷 群 的 构造 我 们 有 

定理 3 想 定 群 全 的 元 数 是 把 nn 分 解 为 质数 短 p 的 怀 和 和， 
昌 n 一 pr…p, 闭 未 电能 够 一 意 地 分 解 为 PY 契 湘 洛 于 群 Gs 的 二 
积 , 即 

GG Xx- x 

证 明 ” 殷 如 人 是 日 中 所 有 着 合 2 =e 的 元 2 的 集合 ， 如 果 
6 一 8 D0 一 e, 办 为 G 是 可 换 群 ,显然 (4D)”=e， 所 以 名 是 字 的 
了 寿 , 因 此 们 /的 远 数 是 py 的 军 . 
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下 面 我 们 很 据 定 义 米 验证 G 基 GG 的 直 积 . 

首先 假设 9 一 天， 那 来 9，…， gm 的 最 大 公约 数 是 T， 因 此 
有 整数 入 ,，…, 和 hm 存在 , 使 


A 十 "十 Amgimn 一 二 
成 闷 ， 于 是 保 中 任意 元 4 能 修 与 成 
二 [ri 1 一 rm 
伍 (PT og) (gt) re, 


央 此 YA Cs。 这 不 是 说 。f1 中 任意 邱 9 能够 表 为 台中 元 的 乘 
积 。 
再 假如 妇 的 单 们 元 < 一 gog， 9gEG， 因 为 gt, 所 以 
多 :一 2 4 六 于 是 
一 
即 有 一 6 
位 入 生 PF 于 寺 ,于 是 由 pp 十 wpr=1, 我 们 有 
太一 人 
因此 根据 定义 , 马 是 名 的 百 各. 
久 比 较 亿 及 本 的 太 数 得 知名 ;的 元 数 是 Pr， 再 如 中 元 子 
群 显 然 上 只 有 Gu 因此 Gf;- 985, 于 是 定理 成 立 . 
特别 ， 慨 如 全 基 邱 数 呈 一 条 2 的 循环 群 ,因为 循环 群 的 于 
群 仍然 二 循 环 群 , 让 以 9 能 够 分 解 为 PY 元 循环 群 (9;) ,一 1 ….， 
?5， 的 直 积 , 即 
他 一 fa XXX an) 
由 定 还 3 及 定理 2, 我 们 有 
定理 和 本 有 穷 群 能 药 一 意 地 分 解 为 循环 pw 群 的 直 积 。 
警 如 雪 元 可 换 群 是 它 的 二 元 子 群 与 S 元 子 群 的 直 积 . 因为 和 
元 可 换 群 如 果 直 是 循环 群 , 它 就 是 克 革 苗 二 元 群 , 也 就 是 两 个 2 元 
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群 的 直 和 ， 所 以 雪 元 地 换 群 有 两 种 类 型 ，… 类 是 循环 群 , 它 基 4 
元 群 与 3 元 群 的 直 积 ; 另 一 类 是 非 循 坏 群 , 它 是 两 个 2 元 群 与 一 个 
336 群 的 直 积 ， 

上 而 讨论 的 是 有 党 可 换 群 ， 现 在 我 们 来 讨论 无 穷 可 黎 群 的 构 
造 ， 但 是 一 般 的 无 闻 可 换 群 的 构造 非常 复杂 ， 下 面 我 们 只 讨论 由 
有 穷 个 元 生成 的 可 换 群 , 它 是 可 换 群 中 重要 的 一 类 . 

要 注意 的 是, 假如 有 穷 个 生成 元 的 阶 数 部 是 有 穷 , 显然 由 它们 
和 牛 成 的 吕 换 群 是 有 穷 群 ; 贰 是 由 它们 生成 的 非 可 换 群 , 园 轧 散 特 也 
认为 是 有 窗 群 ， 这 是 1902 年 勃 因 散 特 提出 的 一 个 没有 证 明 的 和 定 
理 ， 是 所 谓 的 按 转 榴 特 问题 ， 半 个 氨 纪 来 讨论 这 问题 的 虽然 太 有 
大 在 ， 但 具 是 和 解 风 了 荣 些 特 多 情 涡 ,直到 1968 年 H.C. 诺 维 柯 天 
提出 否定 的 证 明 , 因 此 重 恩 散 特 问题 得 到 香 定 的 解答 品 . 

很 如 群 全 是 由 个 元 生成 , 供 不 能 由 少 丁 % 个 元 生成 ， 孝 林 
由 % 个 元 组 成 的 生成 光 集 , 就 叫做 他 的 极 小 生成 元 集 ， 一 个 群 如 
时 是 由 有 穷 个 元 生成 , 寺 末 它 就 有 极 小 生成 元 集 . 

一 个 群 假 如 除 单位 元 外 ,任意 元 的 阶 都 是 无 穷 时 , 这 群 我 们 十 
做 纯 无 穷 群 ， 璧 如 所 有 整数 对 加 法 形成 前 群 是 纯 兆 穷 群 ， 一 般 无 
穷 循环 群 太 无 穷 循 环 群 的 直 积 也 部 是 纯 光 穷 群 . 

下 曾 [ 我 们 先 来 讨论 纯 无 穷 群 的 构造. 

定理 区 出 有 益 个 元 生成 的 纯 无 穷 群 能 够 一 意 地 分 解 为 无穷 
循环 帮 的 直 和 ， 

证 明 假如 后 or 是 群 全 的 这 样 一 组 极 小 生成 元 集 ， 在 
它们 之 间 满 足 象 下 而 这 种 关系 ， 

(3) < 二 er 一， 8 是 的 单位 元 ， 

的 整数 人 哄 有 完全 者 是 零 ， 亿 就 是 它们 是 与 34,4 中 线性 无 关 类 
位, 这 时 我 们 容易 证 明 G 中 任意 元 9 能 够 一 意 地 下 为 9 一 ar…ay， 
于 大 
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= {0 XX (a,), 

这 里 (e 显然 都 是 无 穷 循环 群 ， 因 此 如 果 我 们 能 够 证 明 的 极 小 
生成 元 集中 有 和 象 (3) 那 种 线性 无 关 的 , 那 末 GG 就 是 (a2 的 直 积 .下 
面 我 们 用 反 证 法 来 证 明 这 事实 . 

很 如 亿 的 极 小 生成 元 集中 没有 银 (3) 那 种 线性 元 关 的 ， 虚 然 
在 这 些 关 系 的 所 有 在 罕 中 存在 最 小 的 ,我们 命 (3) 就 是 这 样 的 一 个 
关系 ,其 中 六 是 最 小 正 惫 ， 假 定 

De 日 委 和 二 条 一 对， 时 ， 狗 ， 
那 未 旦 一 30 和 1， … 2+ 太 是 全 的 生成 元 集 , 它们 有 关系 
六 如 全 各 ”一 如， 

内 为 0 雪上 < 耐 )a 是 最 小 让 医 ， 所 以 及 一 人 … 一 各 一 0. 于 是 让 
一 *. 但 日 是 纯 无 窒 群 ,所 以 5=s, 因此 aa，…， 9 研 成 为 好 的 生 
成 元 和 集 , 这 汪 ea， …， in 是 极 小 生成 元 集 的 假设 不 合 , 所 以 好 的 极 
小 生成 元 集中 有 瘟 (办 却 种 线性 无 关 的 ,因此 如 蚌 (90 的 真 积 . 

再 与 84.4 定 理 2 类似， 假如 如 是 (480) ,*…，t@w) 的 直 积 ， 那 
末 侣 中 任意 mw 十 1 个 元 部 没有 人 象 (3) 那 种 线性 无 关 的 ,因此 人 台 的 直 
积 因子 (oo 的 个 数 呈 是 一 意 的 . 了 因为 无 穷 循 环 群 都 同 构 ， 记忆 如 
能 够 一 意 地 分 解 为 n 个 元 究 循环 群 的 直 积 .因此 定理 成 立 . 

定理 名 出 有 穷 个 元 生成 的 群 能 够 一 意 地 分 解 为 有 穷 群 号 纯 
无 穷 群 的 走 积 . 

证 明 很 定 匡 是 中 所 有 阶 数 是 有 窃 的 元 的 集合 ， 我 们 容 
易 得 知 瑟 是 忆 的 子 群 .再 分 的 生成 元 在 人 =/ 中 的 象 ,好 然 
就 是 好 的 生成 元 ,因此 好 也 是 由 有 穷 个 元 生成 的 群 .此 外 ,到 又 是 
纯 无 旁 群 ， 这 是 因为 ,对 十 如 中 任意 元 <=e, 这 里 是 如 的 单位 
元 , 如果 r=ar=e, 郑 末 arE 瑟 , 因此 a' 的 阶 数 是 有 穷 , 所 以 a 的 
阶 数 也 是 有 穷 ,于 是 4 于 ,因此 5=6, 这 与 上 面 的 假设 不 合 .所 以 
中 任意 元 (单位 元 ) 的 阶 部 是 无 穷 , 也 就 是 说 , 侣 是 纯 无 穷 群 . 
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于 是 由 定理 5, 慷 是 无 穷 循环 群 (82)，…，(80) 的 直 积 , 即 
他 一 《Gy Xx (dy). 

命 及 一 {@) xXx (qx)， 这 里 @ 是 在 全 中 象 源 ， 因 为 Ga 
“的 阶 都 是 无 穷 ， 所 册 ，…，t7 鸣 界 世 都 是 无 穷 。 于 还 五 
是 纯 无 穷 倍 、 下 面 我 们 来 验证 晶 = 攻 x 太 . 

首先 ,对 于 好 中 全 总 元 包 由 9E 苛 ,我们 有 

bb 一 i . "rr oe [i se "Cy 
因此 9 一 hia, hEH. 
即 9 一 RE, 声 筷 五 , EEK， 再 因为 五 中 元 的 阶 数 前 是 有 穷 ， 而 长 
大 纯 元 穷 群 , 所 以 瑟 个 外 一 吾 (G 的 单位 元 群 )， 因 此 9 是 厂 , 
的 直 积 ， 

壮 假 如 人 又 能 分 解 为 有 窍 群 避 ' 与 纯 无 窃 群 下 "的 直 积 ， 即 
G 一 对 'X 民 '， 因为 K' 守 G1H' 是 纯 无 穷 群 ,所 以 瑟 ' 是 G 中 序 有 
阶 数 是 有 窃 的 元 形成 的 子 群 .因此 Hf'== 瑟 , 于 是 下 实 KK 这 就 图 
说 ， 所 分解 为 有 穷 群 与 纯 无 穷 群 的 直 积 是 一 意 的 . 

于 是 笔 理 完全 成 沁 ， 

根据 上 面 二 个 定 暂 , 我 们 容易 推 得 下 面 的 可 换 群 基 林 定理 

定理 了 用 有 穷 个 区 生成 的 群 能 够 一 意 地 分 解 为 循环 也 群 与 
无 穷 稍 环 群 的 直 积 . 

这 定理 前 基本 内 容 上 去 斯 已 星 知 道 ,但 完备 的 证 明 是 1879 年 弗 
多 宾 纽 斯 和 施 梯 克 尔 内 尔格 外 (LStiekelberger) 首先 给 出 的 . 

.上面 各 定理 中 的 8 我 们 没有 考虑 它 的 算 子 集 , 也 可 以 说 它 的 
算 子 集 是 整数 环 Z2， 想 如 算 了 集 是 体 ,或 沁 是 主 理想 子 环 环 ;上面 
的 定理 也 都 能够 同样 成 立 ”. 

下 面 我 们 来 补 证 $32.3 中 提出 而 没有 给 站 证 其 的 定理 . 

假定 世 是 站 元 可 换 群 ,网 一 下， 人 一 下 天 人 5 因为 
Go xx 人 ny Go 是 循环 人 群 的 直 积 ， 又 因为 对 于 循环 群 ， 拉 
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衬衣 日 定理 成 立 , 因此 得 知 Go 有 六 元 子 群 . 命 其 一 为 五 。 于 是 
HBH=Hix-..…xH, 

就 是 元 数 为 mr 的 子 群 。 这 就 是 说 ， 如 果 mr|w， 那 末日 有 mm 元 子 
和 群 。 因 此 当 遇 蚌 可 换 群 时 , 立 格 朗 且 定理 的 逆 是 成 立 的 . 

再 我 们 用 归纳 法 来 证 明 西 洛 定 理 . 

假如 P|6o, co 是 台中 心 休 的 元 数 . 合 wo 一 Vs, 于 是 有 沅 数 
是 六 前 Pp 西 党 子 群 如， 因为 瑟 是 如 的 子 群 ,所 以 它 是 对 的 正规 
子 群 , 因此 有 商 群 各 一 6 万， 这 时 区 的 元 数 品 -79<m， 申 归纳 法 
假设 ， 好 有 元 数 是 如“ 的 了 西沙 子 群 起 ， 假定 豆 在 他 的 完全 象 
源 是 五 , 那 末 

至 的 元 数 = 五 的 元 数 X 召 的 元 数 一 呈 他 一 入 

内 此 五 就 是 所 求 的 2 再 党 子 群 . 

假如 Bttw， 因 为 |xw， 所 以 在 全 的 群 方程 n=o0 二 十:… 十 cr 
(23,4) 中， 有 某 个 cx 而 加 tc， 假定 ai 是 这 共 辊 类 中 一 元 ,五 紫 
对 中 所 有 与 ax 能 够 交换 的 元 形成 的 群 ,由 82.4， 瑟 的 元 数 为 


二 = 六 革 -n， 由 归纳 法 假设 ， 本 有 元 数 是 六 的 p 西 洛 子 群 攻 ， 


Cx Ck 
显然 乓 训 是 所 求 的 西 洛 于 群 . 

于 基 西 党 定理 完 例 证 明成 立 . 

最 后 我 们 还 来 介绍 可 换 群 的 一 个 重要 性 质 . 

假定 名 十 可 换 群 ，F' 是 可 换 体 六 的 滋 群 ,如果 Y 是 区 射 到 
兰 的 阿 态 ， 那 末 过 叫 做 笠 在 大 的 群 指标 ， 或 者 简称 为 所 的 群 指 
标 ， 两 个 群 措 标 x xs, 如 果 对 于 台中 任意 元 4, 及 (a) 一 和 fo)， 
那 林 ,zs 就 相等 , 即 六 一 xs， 它们 的 乘积 yxs, 我 们 规定 是 

EAA 

因此 xixs 又 是 旭 在 互 的 群 指标 。 我 们 容易 知道 ， 归 在 望 的 刻 有 有 
群 指 慰 形 成 可 换 群 G， 叫 做 好 在 加 的 群 指标 群 ,或 者 简单 地 韦 做 


可 欣 群 223 
0G 的 群 指 标 群 .这 时 群 指标 
xola) 一 6。 8 是 的 单位 元 ， 
是 Ff' 的 单位 元 . 
于 面 是 有 穷 可 换 群 与 它 的 群 指标 和 寿 间 的 一 个 基本 性 质 . 
仍 定 忌 是 有 穿 可 换 群 ， 好 ~ (ol Xx… Xx ra mw 是 循环 群 [as 
和 的 元 数 ， 因 为 9 中 任意 元 & 可 以 写 战 


[9 
a=l]lear, Or,<m, 
t=1 


所 以 x(a) 一 用 x(e)"。 再 因为 x(a) 是 m=e 的 零点 , 并 且 z* 一。 
在 丸 中 的 所 有 零点 形成 一 个 循环 麦 (41)， 它 的 元 数 m, 是 nn 的 因 
煞 ， 即 ?alma， 所 以 Xi 一 0n， 我 们 命 如 是 使 4 二 
人 er 对 应 于 al" 的 群 指标 , 即 yxC@) 一 4"*， 也 就 是 说 ， 


和 2 一 芭 ， Xi{ 0) = 8, $4 


因此 XtQ) 一 H (= I Xi 
所 以 X= 11 pi 


也 就 是 说 ,这 时 对 中 任意 元 x 可 以 写成 x 的 丑 积 . 
没 右 基 % 个 无 穷 儒 环 群 (00 的 直 积 , 即 吾 = 581) Xx (6)， 


我 们 命 地 中 元 1 2 与 从中 元 下 4 对 应 ， 这 对 应 显然 是 如 下 
到 GG 上 的 同 态 ,因此 


HK,, 


这 里 Ks 是 H 中 记 有 形状 象 具 Bt, 4=0(n) ， 的 元 形成 的 子 群 
同样 ,我们 有 
"HK;, 


334 得 古 章 群 六 
这 里 KR。 是 百 中 所 有 形状 象 世 下 ,6e=0(mg) ， 的 元 形成 的 子 群 ， 
因为 mu]m， 所 坟 区 s 忆 4， 假 定 区 是 吾 / 玉 中 下 a/KK1 在 届 的 
完全 象 源 ,由 第 一 同 态 定理 , 我 们 有 
GE HR, E a BiH/Ko", 


假如 昌 的 元 数 是 而 五 含有 2 的 本 原单 位 报 ， 因 而 三 也 食 
有 mm 的 本 原单 位 根 ， 于 是 世 一 e 在 珀 中 完全 分 可， 因此 zz 一 mt 
所 以 i 一 上 。。 最 然 这 时 天 一 五 , 因此 全 二 G'， 于 是 我 们 有 

定理 8 有 穷 可 斤 群 4 与 它 在 也 的 群 指标 群 8' 问 态 ， 假 如 
如 的 元 数 是 吃 币 三 含有 双 的 本 原单 位 根 ， 那 订 避 与 外 同 构 ， 


习 题 5.5 


1] .18 元 可 换 群 和 几 种 分 和 解 ? 也 就 是 说 , 它 有 有 几 种 类 型 * 
2 .全 闪 可 换 群 成 流 循 环 群 的 必要 充分 条 件 是 ， 样 的 元 数 为 群 中 所 有 元 
喜 阶 数 的 王 小 公 信 . 
3. 任意 下 守 可 按 群 日 能 借 分 解 为 元 数 是 nn, 的 循环 群 (a,} 的 自 积 , 即 
Qa) XK am), 
并 有 H Hela, 3-1 2 C1, 
4. 仿 定 可 摘 信 曲 =， …, 9%}, 滤 让 
XU TN MM = Xo, 


=0, 当 于 二 6。 


S$ 5.6 ”可 迁 群 , 非 近 群 
这 节 我 们 来 讨论 由 变换 形成 的 群 , 下 章 我 们 将 要 引用 它 . 
我 们 知道 克 莱 黄 由 元 阁 
已 一 个 (12) (84), (18) (24), (14) (28)} 
及 B~{1, (2), (34, (12)(3 4} 
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都 是 由 4 个 文字 1 2, 3, 4 上 的 排列 形成 的 群 ， 前 者 含 把 1 变 为 
1 2, 3, 4 的 各 个 排列 ， 但 后 省 则 否 ， 它 只 含 拱 鱼 变 为 1，2 的 排 
列 ， 不 会 把 1 变 为 8 就 4 的 排列 ， 这 是 变换 群 的 一 个 基本 性质， 
一 般 变 换 群 可 己 根 据 这 性 质 来 分 类 . 

定义 ”假定 和 是 集合 闻 上 变换 群 的 子 群 ,e 是 型 中 基 元 ,如 
果 对 于 型 中 任意 元 局 中 就 有 使 0 (0) 一 8 的 变换 各， 那 订 对 叫 
做 于 的 可 证 群 ,否则 就 叫做 型 的 非 迁 群 ， 

十 是 吾 是 4 个 交 宁 上 的 非 汪 群 ，B 是 4 个 文字 上 的 可 迁 群 . 
9 个 文字 .上 的 对 称 群 5S; 及 交代 和 群 4 显然 都 是 可 迁 群 . 

要 注意 的 是 , 在 .上面 定义 中 , 元 & 可 以 任意 选取 , 不 影响 群 的 
可 迁 性 ， 这 是 负 为 ,假如 好 是 闻 的 训 迁 群 ,c(o 一 六 (办 一 那 
未 

Tob mT(0) 一 人 

因此 对 于 型 中 的 任意 证 元 8, c, G 中 含有 把 5 变 为 ¢ 的 变换 . 

订 迁 群 义 可 得 下 面 那 样 再 分 类 . 

息 如 日 是 村 的 可 迁 群 ， 如果 计 能 能 分 为 一 个 雇 上 没有 公共 
元 的 子 集 前， 财 s,，…， 并 且 理 ; 的 元 数 不 完 全 都 是 1, 使 中 任 
意 变 换 能 够 把 每 个 型 ; 变 为 一 个 于;， 那 来 伯 就 叫做 非 原 群 ， 而 
弄 :， 4 …， 叫 做 手 的 非 原 系 ， 如 果 六 不 能 这 样 分 ， 那 未 电 就 
叫 航 本 原 群 . 

车 如 对 称 群 名 ,是 本 原 群 ， 这 是 因为 ， 息 如 它 是 非 原 群 ， 命 
好 一 人 于 ， 那 末 对 换 {EZ 十 办 把 Ma 变 为 末 : 一 于， 
这 时 
与 非 原 矢 的 性 质 不 合 , 所 以 总 ,是 本 淹 群 同样 ,交代 群 4; 也 是 本 
诛 详 、 再 Bs 是非 原 群 ,而 

Ms {1, 9}, Ma= {3, 4}; Mi {1, 3}, Hs~ {2, 和 

2 和 科 ， 于 一 {2 时 
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都 是 它 的 非 原 系 .六 此 我 们 得 知 一 个 非 原 群 的 非 原 系 不 是 唯一 
的 . 

假如 如 是 非 原 群 ，M:， 于 ;, -… 是 它 的 非 奈 系 , 那 末 台中 含有 
把 型 :中 元 中 变 为 对 ; 中 元 &; 的 变换 ， 这 变换 显然 就 把 对 变 为 
Mj 所 以 开 : 的 元 数 等 于 形 ; 的 元 数 , 因 此 非 原 系 型 :， 间 3 的 各 
个 元 数 都 相等 ， 假 如 并 的 元 数 是 质数 , 于 末 侣 就 是 本 原 群 . 

下 面 我 们 来 介绍 可 迁 群 的 几 个 基本 性 质 . 

优 如 扣 是 型 的 可 迁 群 ,显然 @ 中 所 有 不 司 型 中 元 @ 变动 的 
继 换 形成 一 个 子 群 Gu, 陪 集 rGs 中 任意 变换 把 e 变 为 5(q), 于 是 
Tr 不 使 T(@) 谈 动 , 因此 rGhnz 人 om， 园 样 , 生 :Geory 不 使 
和 变动 , 所 以 TT1GwwT 刁 Go, 这 就 是 说 ,GErGor  ， 央 此 我 们 
有 

nn = Tar 1 

再 假如 我 们 把 Gu 的 陪 集 #66 与 rtm 对 应 ， 这 对 应 显然 是 一 
车 -“… 的 ， 困 为 二 是 可 迁 群 ,所 以 好 中 隧 集 r 如 的 个 数 等 于 蜡 的 
元 数 , 也 了 环 是 说 , 关于 Gu 的 指标 (如 :G4 等 于 训 的 元 数 ， 

此 外 我 们 还 有 

定理 1 假定 台 是 集合 于 的 可 迁 群 , Ga 是 其 中 不 使 六 中 元 
& 变动 的 所 有 变 换 形 成 的 子 群 ， 堵 末日 是非 原 群 的 必要 充分 条 件 
是 人 有 适合 下 面 关 系 的 子 群 石 ， 

(oH OF,. 

证 明 ”假定 售 是 非 原 群 ,村 1 对,,… 是 它 的 非 原 系 , MMi 的 元 
数 大 于 1 4 是 新 ;中 元 ， 旺 然 台 中 所 有 把 六 i 中 元 仍然 变 为 好 
中 元 ， 也 就 是 说 本 使 型 : 变 二 的 变换 形成 一 个 子 群 ， 我 们 命 它 为 
吾 . 央 为 旦 包 会 好 中 所 有 不 使 元 4 变动 的 变换 ， 又 包 会 把 a。 变 
为 型: 中 其 他 元 的 变换 ， 所 以 瑟 二 666， 再 因 闹 昌 是 可 迁 群 , 所 以 
它 包 会 把 % 丰 为 六 3 中 元 的 变 挤 ， 因此 如 二 匡 ， 这 就 是 说 ， 
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HOG 所 以 必要 条 件 成 立 ， 

上 反 过 米 , 假如 互 是 安 的 子 群 ,并 且 台 二 在 二 Go 我 们 把 但 分 

为 著 卫 个 总 的 陪 集 r 乒 ,显然 集合 
MH,=TH a) 

的 个 数 不 小 于 2， 并 且 每 个 集合 都 包 会 两 个 以 上 的 元 ,因为 吕 包 
含 把 &# 变 为 三 中 任意 元 的 变换 ， 所 以 六 中 任 一 元 必 在 某 个 如 
中 . 特 任 意 商 个 W 和; 没有 公共 元 , 这 是 因为 ,假如 

TT To EB, 
那 末 rrP rateg) 一 4, 寺 此 

FT THE GH, 

于 是 元 5 是， 这 与 假设 不 会， 因此 对 能 够 分 为 这 样 的 好: 类。 
又 供 如 Pp 是 如 中 任意 起 , 国 六 

pM=prii ia}=TH (a) = My, 
所 以 pp 把 型 谈 次 及 ;, 因此 如 是 非 原 群 ， 所 以 充分 条 件 成 立 ， 于 
是 定理 得 证 . 

对 于 体 ， 也 丰 所 谓 本 原 的 与 非 原 的 之 分 假如 到 是 所 的 有 
窗 次 代数 体 , 如 时 五 由 不 属于 加 前 元 都 是 关 士 疼 的 本 总 元 , 耶 末 
五 电 微 二 的 床 原 体 ; 否则 就 叫做 非 原 体 . 

墟 后 我 们 介绍 非 记 群 的 基本 性 质 ， 

很 名 全 是 集合 章 的 非 迁 群 , 我 们 可 以 把 弄 这样 来 分 类 , 先 在 
开 中 任 取 一 元 ,把 形 中 如 的 各 变换 对 于 这 元 的 所 有 得 作为 一 子 
和 集 . 后 在 型 中 任 取 不 届 于 这 子 集 的 一 匹 ， 把 这 元 的 所 有 象 又 作为 
一 子 集 , 这 样 继续 下 去 , 我 们 可 以 把 谋 分 为 车 干 个 这 样 没 有 公共 
先 的 子 集 . 电 然 对 于 任意 子 集 中 菜 一 -元 , 8 中 有 把 它 变 为 这 集中 
任 : -元 的 变换 ,， 并且 后 中 任意 变换 把 这 任意 子 集中 元 仍然 变 为 这 
集中 元. 也 就 是 说 ,对 十 这 些 子 集 来 说 ,G 部 是 可 迁 的 ， 这 些 子 集 
我 们 又 吗 它 梧 扎 的 可 迁 系 . 


a re ha 


228 笔 五 意 群 论 


警 如 也, 分 ， 和 名, 外 就 是 非 迁 群 如 的 可 迁 系 . 

蓝 注 意 的 是 ， 虽 然 可 迁 群 的 非 原 系 中 各 个 子 集 的 元 数 是 衫 等 
的 ,但 是 非 迁 群 的 可 迁 系 中 各 个 子 集 的 元 数 却 不 一 定 相等 , 譬如 

{1, (128), (132), 4D(26(4, (182) (40} 
是 集合 位 , 2, 3, 4, 恩 的 非 迁 群 , 它 的 可 江 系 是 全 , 2, 时, i4, 56}. 

定理 &_ 根 定 可 迁 群 G 的 正规 子 群 吾 是 非 迁 群 ， 那 来 吾 的 
可 迁 系 中 各 个 于 集 的 元 数 相 等 . 

证 明 假如 人 是 关于 旭 , 3，…， 吕 的 可 迁 群 , 全 , 2, …, 和 对， 
上 <m， 是 豆 的 可 迁 系 中 一 于 集 ， 我 们 命 是 不 属 这 子 集 的 尾 意 
数 . 因为 是 可 迁 , 所 以 它 含有 把 1 变 为 的 变换 . 假定 0(1) = 
i， 郑 末 立 二),， 0902), …-, 0( 有 丰 叉 是 5 如 og 一 五 的 亲 迁 系 中 一 子 
集 ， 这 是 因为 , 吾 中 含有 把 1 变 为 嫌 , 2,…, 竹中 任意 元 的 变换 ， 
因此 = 豆 ec 中 含有 把 ol 内 训 为 {0 {1), of2),，…, og( 嫩 } 中 任意 
元 的 变换 . 很 如 c 豆 cc 中 含有 把 cb) 变 为 5 志 十 二 的 变换 ， 那 
来 吾 中 就 有 把 工 变 汶 上 +TLT 的 变换 ， 这 和 与 假设 不 食 ， 因 此 (十 ， 
af 人 to， og( 如 是 匡 的 亲 迁 系 中 一 子 集 ， 因 为 是 任意 数 ， 所 以 
五 的 可 迁 系 中 人 性 一 子 集 都 是 由 上 个 数组 成 , 这 就 是 说 , 五 的 可 还 
系 中 各 合子 集 的 元 煞 相 等 ,因此 定理 成 立 . 

在 上 面 的 证 明 中 ,假如 疡 是 质数 ,因为 82, 那 末 =1, 于 是 
我 们 得 知 , 对 于 元 数 是 质数 的 集合 的 可 证 寿 , 它 的 正规 子 群 除 单位 
元 群 外 ; 都 是 可 迁 群 。 


习 题 5.6 


1. 概 如 是 对 的 可 于 群 ,6 的 元 数 是 ,对 的 元 数 是 mw 试 于 到 [#4. 

2. 很 定 恕 是 开 二 位 ,3 的 可 江 群 ,G1; 是 日 中 所 有 -不 合演 动 的 
变换 形成 的 子 群 ， 试 过 61 Ga …， Um 让 任意 两 个 群 共 箔 假如 型 由 对 于 
Cs ti 伍 意 室 扫 都 不 动 的 数字 的 个 猴 是 w:， 那 末 经 的 正规 化 败 的 元 数 是 
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,这 里 9 是 对 : 的 元 数 . 
3, 流泪 11; Hi ey 让 {ny Ras Qn} 的 可 了 迁 群 ， 好 一 ho, 


的 迁 税 , 试 证 县 个 排列 


gr t—1, 2, i) 无; 2 -了 了， 2, a i, 


成 {EE i ny bs 四 hi 非 生 寿 ， 并 昌 {aa， os gm} {Ds, bas Hn 


HL 
2 一 


的 可 注 系 ， 
4， 试 证 对 称 群 Se 的 工 竹 
Hi 3 5 人 的 (355 的 ， 
R256), (0) (25) 3 4)} 


a 


是 圭 二 入 ,32,3, 二 5, 全 的 非 原 群 ,并 冰 出 它 的 所 有 非 刘 条 ， 
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第 六 章 
人 WN 罗 所 理论 


这 章 是 介绍 有 穷 次 品 咨 正规 栖 的 估 罗 巨 理论 ， 它 在 代数 及 民 
狼 数 论 上 部 占 重 要 地 位 . 前 于 节 是 介绍 基本 慨 念 及 基本 性 质 , 后 四 
节 主 要 是 讨论 多 项 式 用 代数 解 出 的 问题 ， 症 佑 罗 所 理论 的 一 个 重 
要 诬 用 .这 问题 是 作 休 罗 所 理论 获得 解决 的 ， 人 期 罗 丽 理论 之 来 也 
正 是 由 这 问题 所 引起 . 很 多 关 于 体 的 问题 可 以 变 为 体 的 月 同 构 形 
成 的 群 的 问题 来 讨论 ， 容 易 得 到 解决 . 这 着 车 罗 氛 理论 的 基本 思 
趣 ,其 重要 也 刚 在 此 . 

这 章 讨 论 的 民 郁 是 可 控 体 ， 


$6.] 血 罗 丽 群 


我 们 知道 , 根 定 乓 是 可 摘 体 所 的 m 次 可 篇 体 , 根 据 $4.8 定理 
], 我 们 可 以 把 长 号 成正 = 六 (a)， 训 果 是 如 加 中 必 适 全 的 
如 次 婚约 多 项 式 ， 六 下 的 扩张 体 ) 荐 天 信 的 分 裂 体 ， 由 84.7 定理 
38, 得 钊 在 三 中 ,天 关于 互 的 司 值 有 锡 个 开 异 的 , 并 且 不 论 工 如 何 
扩大 ,在 同体 中 ,这 样 蕊 异 的 同 值 不 能 多 于 nn 个 .假如 fC7) 在 上 
中 的 零点 是 名 (==); 0a, …; 0m 那 末 在 荆 中 , 攻关 于 卫 的 辐 
值 是 把 也 全 的 零点 汪 仍然 变 为 8 的 零点 ax， 二 此 挡 玉 (0) 中 元 


训 aat 变 为 局 ari， 所 以 这 时 的 间 值 是 拒 Ce) 变 为 它 的 贡 统 体 
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于 fat) ,这 同 值 我 们 用 ex 表示 ， 即 qx(0) 一 ap。 

假如 区 一 co) 又 是 的 正规 体 , 孝 末 下 (2) 一 下 am 所 以 区 
关于 恕 的 同 值 是 下 的 自问 构 . 它 不 使 玉 中 尾 意 元 变动 .显然 ， 
五 的 这 样 犁 同 移 的 逆 世 及 任意 两 个 这 祥 自 同 构 的 积 仍 然 是 这 样 
的 自 码 构 。 因 此 所 有 这 样 不 使 五 中 任意 元 变动 的 及 的 自 同 构 形 
成 一 个 群 , 这 群 呀 做 玉 K 基于 吾 的 伽 罗 瓦 群 ， 或 者 叫做 区 关于 也 
的 群 ,我 们 用 如 来 表示 、 这 就 是 说 , 百 关于 巴 的 佑 罗 瓦 群 是 所 有 
不 使 吾 中 任意 元 变动 的 乒 的 自 同 构 形 成 的 群 . 84.6 中 所 以 吓 
五 做 丈 的 向 罗 已 体 ,其 原因 就 是 人 各 叫做 其 罗 瓦 群 . 

由 84.7 定理 5， 我 们 得 知 台 的 元 数 等 于 区 关于 五 的 次 烙 
(及 :FF}， 于 是 开关 于 六 的 傣 罗 世 群 GG= {i aa， 

上 面 我 们 介绍 KK 关于 下 的 同 慎 是 先 把 玉 写成 六 的 单 扩张 ， 
因此 引用 了 天 的 本 床 元 , 但 这 引用 , 只 是 为 了 方便 ,并 不 是 非 如 此 
不 可 .人 护 定 下 是 由 乓 陆续 添加 ma， aa， …， 06 形成 的 扩张 体 ， 即 
下 二 了 Fiat, oa， )， 那 未 在 下 的 适当 扩张 体 王 中 , 开关 于 吾 
的 间 异 人 里 以 这 样 来 求 得 , 先 求 出 二 {9) 关 寺 五 的 同和 什 ,这些 问 值 都 
把 mi 变 成 它 的 共 斩 元 ,再 将 这 些 同 值 延长 成 为 吾 (os， 92) 的 同 构 ， 
就 得 到 在 三 中 三 (oa，os) 关 证 三 的 所 有 回 值 ， 这 样 继续 做 下 去 ， 
最 后 将 下 (tw, 92, ，…， ow_ 世 关于 下 的 所 有 同 值 延长 就 得 到 在 工 中 
五 关于 五 的 所 有 加 值 了. 

我 们 知道 好 中 任意 元 不 使 吾 中 任意 元 变动 ， 它 的 道 也 成 立 。 
这 就 是 

定理 1 假定 马 是 站 关于 斑 的 黎 罗 蕊 群 , 那 末 到 中 对 主 仓 
的 任意 元 不 变动 的 元 部 在 玉 中. 

证 明 胃 为 中 任 沪 元 0 适合 的 了 [zj 中 既 约 多 项 式 的 次 数 
等 于 a 关于 五 互 异 的 共 示 元 的 个 数 ， 如果 这 个 数 等 于 14， 那 术 a 
就 是 所 中 元 了 .假定 是 “在 到 中 基于 六 的 任意 共 固 元 , 因为 
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五 (四 ,百人 fm) 关 于 加 加 时 , 由 8$4.6 定 理 3， 我 们 可 以 把 它 延 长 成 
为 下 的 自 间 构 . 因 此 他 中 有 把 a 变 为 x 的 元 . 现在 G 中 所 有 元 
都 不 个 变动 ,所 以 w 一 om, 这 衣 是 说 a 的 上 共 思 元 只 有 它 自身 , 即 
的 此 连 元 的 个 数 等 于 1, 因此 定理 得 证 . 

十 是 玉 中 元 在 尺 中 的 必要 充分 条 件 是 ， 它 的 甸 罗 瓦 属 他 中 
任意 匹 不 使 它 变 动 ， 这 是 伽 罗 苇 群 一 个 最 基本 的 性 质 ， 再 由 上 面 
的 证 明 , 我 们 又 得 知 , 假如 m 8 是 区 中 关于 万 的 共 二 元 , 那 来 G 
中 有 把 4 变 为 及 的 元 . 

可 疾 体 玉 的 有 穷 次 正规 体 , 当 它 关于 吾 的 锚 罗 瓦 群 是 阿 贝 耳 
群 时 ,就 叫做 的 阿 员 耳 体 , 是 循环 群 时 ,就 叫做 丈 的 循环 体 - 

下 面 我 们 谷 出 沁 个 徊 罗素 群 的 例 ， 

假定 日 是 有 理 数 体 ，K 一 Q(w, YE), w= 二 (一 LF6VB)， 


因为 v3, 名 分 曾 是 信 中 既 约 才 项 式 
人 一 2 一 (一 以 了) (wo) 人 一 aa 了)， 
ET) 
药 零 点 ， 而 及 关于 人 @ 的 爷 罗 无 群 人 F 中 元 把 它们 的 零点 仍然 变 为 
它们 的 零点 , 序 以 V2 的 每 只 能 有 3 个 ,的 象 只 能 有 23 个。 于 是 
合并 它们 就 得 刘 下 而 6 个 不 使 息 中 元 变动 前 区 的 自 同 构 ， 


| i ! ， 
| 上 | 可 | T T or | 四 

人 2 | 了 CR 2 J | tn 
加 | | a 


因为 (下 :二 = 有 下 以 这 个 日 同 构 就 是 好 的 全 部 元 , 即 
= {1, og, 9, T, OT, Oar}, 


再 由 计算 容易 得 入 


oi=1, tol Tom0or, TO 一 GT， 
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全 与 对 称 群 8 同 档 , 即 如 兰 8%， 这 就 是 说 ,五 关于 晤 的 期 因 
本 3. 

又 假定 反 一 如 mm) 下 是 它 的 质 体 .对 于 区 中 任意 元 w, 我 
有 ] 命 of 与 它 对 应， 堵 < 一 9， 因为 由 8&4.9. 下 中 和 任意 元 &=e7， 
所 以 区 中 任意 元 首 以 守成 ?8 YEK。， 义 对 于 玫 中 任意 两 元 2 
8, 我 们 有 

一 名 = (a—B)?, 

如 时 轨 一 癌 ， 那 林 a=B， 于 是 ao 基 六 射 到 自己 上 的 可 北 映 
射 ， 再 因为 


(十 有 ?一 吕 十 后 2， {aB)? wap?, 

所 以 这 映射 这 是 吾 的 自 同 构 ， 当 =E 皇 本， ?一 a, 因此 这 同 梅 不 
使 五 中 任意 元 变动 ， 所 以 它 荐 租 罗 瑟 群 好 昌 元 ,我 们 用 记号 as 才 
永 ， 即 zf) = 二 a*， 半 是 og, 03, 0" 一 荆 邵 是 好 中 元 ， 有 出 人 4.9 
我 们 新 道 , 区 中 有 阶 数 为 疡 一 1 的 元 , 因此 这 ”个 自 同 构 互 异 ,但 
(KK: 了 一 n， 所 以 他 的 元 数 是 ?, 填 是 全 一 {o, 09, …; 0" 一 1}, 妈 
好 是 ”元 循环 群 , 这 就 是 说 , 有 穷 体 是 它 的 质 体 的 科 环 体 . 

放假 定 玉 二 古寺 ),， EE 是 nn 次 本 原单 位 根 ， 我 们 知道 , 5* 起 
次 本 原单 位 根 的 必 归 人 完 分 条 件 是 nn wx 互 质 ， 有 即 (w rw) 二 I， 假如 
Pay To 是 模 允 的 始 约 系 ,ot 是 区 关于 五 的 俩 轴瓦 群 季 中 任意 
元 ;因为 它 把 本 原单 位 根 仍然 变 为 本 原单 位 根 ,所 以 ov( 人 一 2"', 因 
i 


TOE) ED) = (A EV, 
起 中 mm 一 和 人 ， 国 为 fa 10) 一 (ry 人 一 二 所 以 (mj, 四 一 车 
假如 命 % 与 os 对 应 ， 那 林 这 对 应 就 是 全 的 同 构 , 因此 长 的 情 罗 
瓦 群 人 可 以 团 成 是 出 Rr，…， nw 对 于 模 n 形 成 的 刁 群 ， 所 以 匠 
是 可 换 群 中 ， 这 就 是 说 ,及 是 下 的 阿 风 本体 ， 候 如 是 质数 ,是 
nn 的 椒 原 很 ;, 塘 末 1 a ea …'， gr 是 模 久 的 既 约 系 , 显然 这 系 对 
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于 模 mn 成 为 % 一 1 元 循环 群 ， 因 此 如 是 n 一 1 元 循环 群 , 所 以 这 时 
KK 就 其 下 的 循环 体 . 

此 外 我 们 还 有 

定理 2 假定 体 五 含有 nn 光 本 原单 位 根 玉 一 Flo)， 这 里 a 
荐 纯 案 项 式 站 er) 一 中 一 和 aE 了 ,的 零点 ， 也 就 是 说 , 4 是 五 中 类 
元 的 ”次 骤 , 那 床下 是 所 的 御 环 体 . 

证 明 ”假定 是 五 中 次 本 碌 单 位 根 ， 因 为 a éa, ee 
是 玉 中 站 (的 稚 点 ,如 上 朵 0 是 下 关于 天 的 顷 罗 融 群 台中 元 , 因 
为 oO 把关 (7) 的 零点 仍然 变 为 习 的 零点 ， 所 以 5(0) 一 a 我们 
傅 9 与 总 对 应 , 即 o->， 显 热 这 对 应 是 日 射 到 由” 次 单位 根 形 
成 的 群 内 的 同 构 。 由 各 4.9 定理 6, m 次 单位 根 形 成 的 群 是 答 环 
群 , 固 此 它 的 子 群 也 是 循环 群 ， 宇 是 所 是 循环 群 ,所 以 五 是 互 的 
灸 环 停 , 洒 此 竺 理 成 立 . 

特别 ; 当 了 (2 一 中 一 4 是 县 约 时 , 责 关于 去 的 次 数 是 mw 因此 
下 关于 乓 的 苑 罗 不 群 人 与 汪 次 单位 根 形成 的 钳 环 拜 问 构 .这 就 
是 说 他 是 nm 元 循环 群 . 

上 出 讨论 了 五 关于 所 的 项 罗 瓦 群 ， 下 面 我 们 介绍 多 项 式 
六 的 的 朵 罗 天 群 . 

假如 (是 五 的 nn 次 可 离 多 项 式 ，a1,…，ao 是 它 在 同一 务 
裂 体 中 的 零 态 ， 那 末 攻 = 耶 i …, aw) 是 下 的 有 穷 次 可 离 正 规 
体 ， 天 关于 五 的 佑 罗 天 群 又 叫 艇 了 (2 的 期 罗 的 群 ， 这 时 加 果 
CK :Fm G= {ml om， 显然 4 91) gon) 
都 是 Ft2) 芍 零点 、 及 因为 o 是 关于 下 的 辣 值 映射 由 二 ui， 
所 以 CD) wm) 也 互 异 ,因此 ort64) ,gi(0) 
昨天 的 -个 排列 . 于 是 对 于 a, 我 们 有 排列 


| A CE Ln ) 
ofa) 1 alo) 
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假如 #5 一 和 那 来 oa) =gy (far) iley) 一 gj (av) ， 因 为 区 中 
任意 元 能够 用 系数 是 下 中 元 的 各, 上 的 密 项 式 表 出 ， 所 以 
Gao 一 Ci 这 与 or 天 o 的 假设 不 合 ,于 是 哆 个 排列 so， 红 ， 
8m-1 五 嘲 ， 和 由 因为 


et 多 
人 oe TT ) ) 
因此 ,如 了 率 我 们 命 oi 二 各 对 学, 即 co 一 3， 那 末 这 对 应 就 是 对 射 到 
{en 8 pm- 寺 寺 的 加 构 , 所 多 站 与 mp 上 对 称 群 仿 ; 的 子 
胡 丫 柯 ， 也 就 是 说 , 7 次 叮 隐 多 项 式 的 期 罗 丐 群 是 对 称 群 人 S; 的 于 

问 前 而 糯 亿 ,一 个 可 离 密 项 式 当 它 的 徊 罗 珊 群 是 阿山 耳 群 时 ， 
看 微 阿 贝 耳 忒 ,大 循环 群 时 ,叫做 循环 式 . 

譬如 名 是 有 理 数 体 ,了 2) 一 23 一 384 一 1, 根 忆 54.6 习题 6. 我 
们 容易 验证 .六 2 是 总 的 正规 式 ， 如 果 天 是 它 的 分 型 体 ， 堵 末 
(外 一 3, 因此 ;的 期 罗 瓦 群 全 是 3 元 循环 群 , 但 各 中 3 元 
子 群 只 有 443， 所 以 如 一 A443， 同样， 我 们 也 木 难 证 明 站 (zx) 一 J 一 
9z 呈 2 吓 氏 的 正规 式 ， 因 此 它 的 分 型 体 关于 昌 的 次 数 是 3,2=6， 
于 是 了 了 {20 的 佑 罗 引 有 峰 全 是 6 元 群 ,所 以 全 = 访 ;， 

下 面 是 头寸 可 离 和 多 项 式 的 如 罗素 群 的 一 个 常用 定理 . 

定理 8 很 定 7 是 五 的 可 高 多 项 式 ， 那 来 它 的 务 轴 琵 群 他 
大 可 迁 群 的 几 桥 充分 条 件 为 72 是 既 约 式 . 

证 明 假如 f(D 是 茎 约 式 ， i 和 是 它 的 索 点 ， 因 为 
Fa) 二 0 由 4.6 定理 3, 这 同 移 延长 就 成 为 他 中 元 , 这 就 
是 说 如 中 有 把 om 变 为 任意 oa 的 元 , 因此 全 是 fy … 器 的 可 迁 

假如 fC 是 可 的 式 ， 有 (2) ,fol 是 f(t) 的 两 个 既 约 因 式 ， 
是 记 ( 双 的 零点 ，to 是 fz(2) 的 零点 ， 园 为 旭 中 元 把 记 (2) 的 零 
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点 仍然 变 汶 万 (的 堆 点 , 所 以 全 中 没有 把 中 变 为 oz 的 元 , 因此 
GG 是 {和 …, 的 非 迁 群 ， 

于 是 定理 得 证 ， 

车 如 Fo) 一 于 一 Bo 十 和 是 关于 有 理 数 体 昌 的 多 项 式 ， 因为 
cBet6= (一) 10 一 3)， 所 以 其 分 裂 体 瑟 =Qf 2 ,v3), 
允 国 为 f( 人 的 期 罗 瓦 群 人 中 元 把 23 变 为 十 \/ 2 ,把 ~ 生变 为 
十、8 ,于 是 我 们 得 好 = {, 9, +, p}, 这 里 


很 如 2, 一 3 一心 了 分 别 用 二 2,3, 4 来 表示 , 那 术 
二 《了 一代 2 tr 一 《34)， pe {| 2) (3834), 
显然 好 是 非 迁 群 . 


习 题 6.1 


IT. 诚 证 3 次 虹 约 客 项 式 的 何 罗 蕊 群 是 对 称 群 或 是 交代 群 。 

2. 斌 证 [各 中 和 多项式 天 5 的 贫 罗 瓦 群 全 由 偶 排 鹿 形 成 的 必 蓝 充分 条 
储 是 了 (2) 的 判别 式 的 下方 根 在 关中 ， ” 

3， 假设 下 =@CY ,后 , 人 @ 是 有 理 数 体 ， 试 求 外 关于 但 的 佑 时 上 红 群 及 
它 的 群 琉 . 

4 证 证 百 一 着 fo & 是 下 这 本 诛 单 位 报 ,的 伽 史 瓦 群 是 可 搞 群 ， 

8， 诫 来 下 列 各 多 项 式 尖 于 有 再 数 体 的 伽 罗 再 群 ， 

wo—2, P12r+tl, 到 一 19o2 十 工 ， 

6， 斌 证 型 -5 二 和 与 旭 --105 二 1 的 分 岗 体 部 是 下 = 和 ts， 3)， 
但 前 者 的 项 罗 现 群 是 非 自 群 厕 后首 的 则 是 可 迁 群 . 

?”， 假定 体 玉 全 有 质数 次 木 原单 位 根 ， 试 证 zw? 一 4, a € 五 , 让 六 [x] 中 
越 是 毁约 ,或 是 完全 分 烈 为 一 次 亲 式 的 滋 积 , 

$8， 假定 体 玉 不合 质数 加 深 本 原单 位 袜 ， 试 证 537 一 a EF[z] 中 
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或 是 苞 芍 ,或 是 
TB 一 和 一 2 一 aa 和 一 上 fpEIT TCD 2+. +ar1l), 


这 时 aaF a 大， 


8 6.2 其 罗 瓦 理 证 的 基本 定理 


这 节 讨 论 天, 六 的 中 间 体 与 基 关于 五 的 吉 罗 丽 群 如 的 子 群 
阅 的 关系 , 它 是 偶 岁 瓦 理论 的 基础 ， 

假如 的 是 如 的 和 子 群 ， 那 末 下 中 所 有 对 于 Ga 中 任意 元 不 恋 
动 的 元 形成 & 的 子 体 ,这 是 因为 , 如果 

om) Fo, ER, a, oy EK, 
那 就 有 oa) m0 lon) 一 ooay ， 
这 子 居 我 们 叫做 9 所 属 的 体 , 用 五 (Gu 来 袁 示 ， 因 此 玖 是 他所 
属 的 体 , 攻 是 单位 元 群 吾 所 属 的 体 , 即 
F=EK(G), KEK=K(E). 

癌 样 ,假如 到 1 是 下 , 的 中 间 体 , 那 末 旭 中 所 有 不 使 区 1 中 

任意 元 变动 网 证 形成 如 的 子 群 ;这 蚌 固 状 , 如 此 
HO =0, iQ) =a, ueEK, oo, jEQ, 
那 就 有 CHOT a) 0, 
这 子 群 ,我 位 叫做 五: 所属 的 群 ， 用 弛 (五 动 来 表示 ， 闲 此 吾 是 下 
所 属 的 群 , 好 是 五 所 属 的 群 , 即 
E=O(EKE), GG~G{F). 
由 上 面 的 等 式 ,我 们 得 知 
EKG-F, GKCE))=E, 

把 如 换 成 百 , 把 五 换 成 如 上面 等 式 也 同样 成 立 ， 假如 把 @ 与 它 
所 属 的 体 长 (0) 对 应 ， 叉 把 站 1 与 它 所 属 的 群 终 ( 下 慢 对 应 ， 那 末 
根据 上 面 等 式 , 五 与 要 一 一 对 应 , 总 与 长 也 一 一 对 应 ， 但 对 于 任 
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意 Ci,， 丽 1;， 根 据 定 义 , 我们 省 
EK(G(ED ER GK GN)) Ea, 
如 果 上 面 不 等 式 都 是 等 式 ， 那 来 次 :与 G( 乓 1) 一 一 对 应 ，G 与 
兰 《Gu 一 一 对 应 ， 下面 的 定型 就 是 解答 这 问题 ， 它 是 伽 罗 瓦 理论 
的 基本 定理 . 
定理 1 假如 上 是 五 的 有 穷 次 可 离 正规 体 ， 所 是 反光 于 下 
的 桔 罗 瓦 群 , 屠 末 
1 玫 , 厂 的 电 间 体 瑟 :是 外 (正四 所 属 前 体 , 即 
EG(R)) = K, 
2” 如 的 子 群 寻 是 玉 (1; 所 局 的 群 , 即 
GK (0) ) = 
8 GK) 的 泡 数 等 于 i :KD), 剑 关 十 归 (EK) 的 指标 等 于 
{KF'). 
这 定理 的 禽 头 我 们 可 以 用 下 面 的 图 式 来 类 示 ， 
品 一 下放 


一 一 -一 
他 号 他 1 二 


1 1 1 


FF KK 
这 里 心 ; 是 百 :; 所 怖 的 脱 , 六 1 是 6; 所 属 的 体 . 
一 6 的 元 数 ， 


(= 关于 也 的 次 数 ， 
G0) 一身 关 于 乓 的 指标 ， 


CK :让 ) 一 上 | 美 于 加 的 次 数 ， 
1 的 :及 ) 一 0 的 元 数 ， 
(KE: = 关于 KK; 的 次 数 . 
证 明 首先 ,由 34.6 定理 7 我们 得 知 是 KK; 的 正规 你 . 因 
此 由 定义 容易 得 知 ,GCK1) 是 了 关于 天 ;的 伽 罗 瓦 群 , 再 由 36.1 
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定理 1， 天 中 对 于 GCK3) 中 任意 元 不 变动 的 元 都 在 1 中， 也 就 
起 说, 民 (人 (1)) 守 1 所 以 

KE{G{K)) = Ki, 
因此 1° 成 立 . 

其 次 ,假如 中 一 103， 9s} 因为 (KRC 的)) 壬 G1， 如果 我 
们 能 够 证 明 GtK (G4)) 的 元 数 不 大 于 训导 末 (EK (GD)) 一 Ga 2 
号 告 成 站 ， 困 为 芋 ( 玫 (Go ) 是 下 关于 五 (Ge 的 好 罗 瓦 群 ， 所 以 
我 们 只 要 证 明 ( 玉 :区 (990) 所 hh 就 行 了 。， 现在 假设 下 一 下 (ao ， 因 
为 多 项 式 

(ioe ) to) (一 OKo 
的 系 获 是 cato，…， orl 中 网 初 第 对 称 包 项 式 ， 所 以 它 对 于 任意 
oi 都 不合 动 ， 因 此 它们 是 下 C91) 中 的 元 .再 a 是 这 多项式 的 零 
点 ,所 以 a 关于 下 (G0) 的 次 数 不 大 于 但 再 一 下 (Gu (oo) 于 是 
{KK :KK (GD ) 守 有, 因此 2? 成 立 . 

最 司 ,因为 时 :小 是 攻关 于 1 的 佑 罗 瑟 群 ,所 以 日 (K1) 的 
雹 数 等 于 t 芝 :KK4)， 抽 假如 的 元 数 是 %，G(K) 的 元 数 是 ， 
(KU 在 9 的 指标 是 7 邦 玉 我 们 就 有 t= 局, 但 

【下 :站 一 天， iE EID)=R, (EI EE :EK (K:F), 

所 志 { 攻 1 记 ) 一 7), 因此 3° 成 立 . 

十 是 定理 得 让 . 

上 和 的 定理 建立 了 挟 ,， 王 的 中 间 体 与 侦 罗 瓦 群 久 的 闻 群 间 
一 一 对 应 的 关系 ,这 是 期 罗 瑟 理 论 中 晤 基本 的 一 个 性 质 , 它 已 经 在 
多方 向 得 到 了 推 J*. 

1925 年 到 努 尔 把 上 定理 推广 到 次 数 是 无 窟 的 代数 扩张 体 ， 
1940 年 视 柯 勃 融 推广 到 一 般 体 ,1945 年 又 推广 到 不 是 可 离 又 不 是 
正规 体 的 可 换 体 ，1951 年 中 山下 (912~1964) 已 经 推广 到 满足 
极 小 条 件 的 环卫 
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假定 玉 = 了 (中 是 玉 的 可 离间 扩张 体 ， 那 末 政 , 天 的 中 间 栖 
只 有 有 穷 个 。 这 是 因为 , 假如 工 是 含 六 的 下 有 穷 次 可 离 正 规 体 ， 
由 于 五 关 于 亚 的 人 徊 罗 世人 群 是 有 穷 群 ， 所 以 它 的 子 群 只 有 有 穷 个 . 
于 是 由 上 面 的 主要 定理 得 知 , 上 ,了 的 中 闻 体 也 具 有 有 穷 个 , 因此 
五 , 吾 的 中 了 疝 体 只 有 有 穷 个 ， 反 过 来 ,假如 下 是 了 的 可 离 体 ,如 
果 瓦 ,二 的 中 间 居 只 有 有 穷 个 , 那 来 正 关于 五 是 有 窃 次 ,因此 荆 
是 下 的 单 扩张 体 . 

一般 ,假如 天 是 下 的 可 换 扩 张 体 ， 那 来 外 , 五 的 中 间 体 只 有 
有 鹤 个 是 久 有 关于 五 的 本 原 元 的 必要 充分 条 件 ，19 纪 年 阿 丁 
(了 .Artin,1898 一 1962) 有 -- 个 简单 证 明 汪 ,读者 可 以 取 愿 书 参考 ， 

直面 起 讨论 区 (9 与 如 (下 4) 的 关系 ， 现 在 我 们 要 间 ， 假 如 
1 已 知 ,， GEK3) 如何 去 找 ? 假如 Gi 已 知 , 攻 (Ga) 又 如 何 去 找 ? 

假定 1 一 卫 (高 ， 月 ;因为 下 一 六 (0) ,所 以 B 是 & 的 儿 
项 式 . 髓 定 台 中 元 把 ea 变 为 x， 如 村 我 们 在 表示 后 的 ac 的 多 
项 式 中 把 a 换 成 ax, 仍然 是 这 个 多 项 式 , 那 末 og 就 不 使 记 变动 . G 
中 不 使 局 ,…，Bm 变动 的 元 也 不 使 下: 中 任 党 元 变动 ， 因 此 所 有 
这 些 元 形成 的 子 群 就 基 世 (1 

假定 -tc …; vm}, 由 前 面 得 知 包 项 式 

(ot{0) (Foal) (Tum (0)) 

的 系数 都 在 二 (Gy 中 ,因此 把 这 些 系 数 添 加 于 玉 得 到 的 体 
上 (GD) ,并 月 (区 :居所 0, 由 $4.4 定理 4 (KK (G4): 玉 ')= 
1, 因此 下 ' 一 玉 (G1)， 这 就 是 说 ; 把 oC， …, om(%) 的 初等 对 称 
多 项 式 添加 于 FF 得 色 的 体 就 是 及 求 和 人)， 

例如 在 $6.1 中, 到 二 (wv 23) 关 于 外 的 其 由 记 群 

Ge {i, 0, FT, OF, gaT}, 
显然 它 有 一 个 8 元 于 群 Ga id ov, v3), 三 个 2 元 子 群 
Gat{l, tT}, Ga= fl ear， t= 1l, or}, 
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由 计算 我 们 容易 得 知 , 与 它们 对 应 的 子 体 分 别 为 
Ki~Qtm), Ks~Q( 3), 
Ks—Qiov 23), KEK,-Q(wV 2), 
它们 之 间 的 对 应 关系 用 图 式 表 示 吉 下 ， 


k=Q{0, VY 


Te 
ee 
一 _ ~ | 
Bi) Red Ere EFA) 
+ : 了 + 
Feo) Gr 11, Gs= {1 or} Gs {1, wir} 


~ 


假如 下 1， 天 > 是 点 ,下 的 中 间 体 ,， 妇 是 天 关于 王 的 项 野 丽 
群 ,Ga, Gas 分 划 是 攻 关于 长 1, 下 = 的 个 罗 瓦 群 , 即 分 别 是 开交 攻 a 
所 属 的 群 ,它们 之 间 还 有 下 而 - - 些 重要 人 性质 . 

定理 2 很 九天 1 下。 那 林 GacGe 反 过 来 , 假如 的 它 C， 
那 来 乓 122 玫 2， 

证 明 假 邵 长 二 玉 s, 因为 的 自 同 构 如 果 不 使 下 :中 任意 
元 塞 动 ,显然 也 不 使 下: 中 任意 匹 变动 , 所 以 乓 己 Qo， 又 因为 Gs 
是 天 关于 天; 的 伽 味 谍 群 ， 所 以 对 于 在 ;中 而 不 在 区 ;中 的 任 
意 元 ， Gs 中 必 有 一 元 使 它 变 动 ,因此 GCC Ga. 

下 假如 人 二 Gz, 村 然 上 |, 己 久 Ka， 如果 天 1 一 下 2, 那 末 人 的 一 他， 
这 与 假设 不 会 ;因此 KK1 一 站 a。 所 以 定理 得 证 . 

我 们 知道 ;, 优 如 台中 有 元 把 下: 变 成 天。 那 来 KK1， 玉 。 关于 
五 向 值 ， 因此 天 下 :关于 下 上 共 辆 04.3. 反 过 来 ,假定 1, 信 s 
关于 五 我 斩 ， 志 误 是 说 兵 :， 百 关于 五 同 值 , 由 有 4.6 定 理 3, 这 
时 值 可 以 延长 碳 为 区 的 让 同 梅 ， 所 以 和 中 有 元 把 吾 : 变 为 玫 3， 
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于 是 及 4, 所。 关于 玉 是 共 轿 体 的 必 琶 充分 条 件 是 他 中 有 元 把 下 : 
变 为 太 ，， 因 此 on, oo 是 共 罗 元 的 必要 充分 茶 件 是 如 中 有 元 把 Ct 
恋 成 a。， 再 由 $44.6 定理 6 我 们 又 得 知 ,中 间 体 玉 1 是 下 的 正规 
体 的 必要 完 俘 条 人 忻 是 如 中 任意 元 不 使 它 自身 变动 . 

定理 3 假如 长 !, 基于 五 共 纺 , 屠 末 Gi，Gs 共 纯 ; 反 过 
来 ,假如 全 ,人 F; 共 思 , 那 术 区 下。 关于 五 共 辆 ， 

证 明 模 如 下 1, 下 关 二 了 共 红 ， 我 们 命 下 1 一 玉 (a)， 那 未 
不 ,一 了 (a (0)), gEG， 显然 0Go "中 任意 元 不 使 5to) 变动 , 因 
此 也 不 使 下 :中 任意 元 变动 , 所 以 oG40 王 9a， 同 样 ， 我 们 果 以 
把 Ri 写成 一 了 (TD)), 因此 gs0 生 G49， 于 是 人 9s 全 
aoao dl, 所 以 口 * 一 ceac， 即 y, 信 ; 共 郁 . 

些 假 如 后, G2 其 辆 ， 命 92 一 0690  ，oEG， 根 据 上 面 的 证 
有明 , 我 们 知道 玉 {o oD) 所 属 的 群 是 coGro ,也 就 是 说 是 人 9, 因此 
KK 一 Fla (lo)， 于 是 og 把 民 i 康成 玉 2， 即 1:，Ks 基于 了 F 从 思 ， 
所 以 定理 成 立 . 

假定 下 3 与 它 的 共生 体 一 致 ， 那 末 后 就 与 它 的 共 堪 群 一 致 ， 
册 示 我 们 得 到 下 面 中 间 体 是 正规 体 的 必 槛 充分 条 件 . 

定理 4 长! 是 了 的 正规 休 的 必要 充分 条 忻 为 号 是 日 的 正 
规 子 群 . 

此 外 , 在 天 与 全 之 间 还 有 很 多 类 似 的 性 质 ， 辟 如 是 可 解 
体 时 , 日 就 是 可 解 群 ; 反 过 来 , 台 是 可 解 群 时 ,到 就 是 可 解体 . 

再 假 站 我 们 已 经 知道 上 关于 六 的 做 罗 妃 群 ， 那 未 我 们 不 仅 
可 以 知道 长 甘于 任意 中 间 体 六: 的 如 罗 下 群 由 下 面 定理 ， 我 们 
还 可 以 知道 尼 + 关于 天 的 匣 罗 瓦 知 . 

定理 5 假如 下 i 是 了 的 正规 体 ， 那 末 五 1 关于 五 的 如 罗 瓦 
群 ' 宇 9 .Gh, 

证 明 因为 Ki 是 了 的 正规 栖 ， 所 以 中 尾 意 元 0 话 导 出 
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他 中 一 元 中. 由 4. 定理 8, 我们 义 得 知 ,G7 中 任意 元 可 以 延长 
成 为 合 中 元 ,内 此 假如 使 0 与 0 对应， 即 oxo', 这 对 应 显然 就 是 
全 射 到 GG' 上 的 问 坊 . 但 这 同 态 核 是 5, 由 $2.5 定理 5 即 得 GF' 实 
G/Ga, 因 此 定理 成 世 。 


习 题 6.2 


1， 假 设 吕 是 政 革 于 天 的 如 罗 瓦 群 ,Gri Gs 是 如 的 子 群 , 试 证 (G9, G2) 
所 局 的 体 是 下 (G0 NRCGs), Gn Gs 所属 移 体 是 人 (ECG1), (2))， 

2. 假如 如 是 二 关于 六 的 佑 罗 此 群 ，FK1, 直 ; 是 下 ,的 中 间 体 ， 试 证 
FKL 2) 所 属 的 群 是 人 EN) 几 (EKE2), KEN Ks 所 属 的 群 是 

CRN, GED)). 

3. 假如 下 是 六 的 扩张 体 ,Co) 是 万 的 正规 体 , 试 证 下 (ea) 关于 区 的 僵 

里 天 群 与 Ala) 关于 二 的 伽 罗 瓦 群 一 络 的 必 葡 充分 条 件 是 
= 

4. 息 如 下 是 巴 的 阿 内 陡 体 ， 试 证 正 , 了 了 的 任意 由 间 体 是 所 的 正规 体 . 
放 且 勾 是 五 的 阿 凡 耳 体 ， 

5. 假如 下 足下 的 正规 全 ,开刀 工 甩 下 ,BF" 是 攻 申 包含 工 的 最 小 扩 的 正 
地 体 , 斌 证 所 局 的 群 是 工 所 属 的 群 与 它 的 共 因 群 的 交集 . 

5. 很 如 总 是 有 理 蒜 休 ,大 = 各 二 六 2), 或 区 关于 外 的 佑 罗 瑟 群 ， 并 冰 
它 的 村 群 所 属 的 二 的 子 体 ， 

7， 需 定 下 是 互 的 有 穷 次 不 可 离 正 规 体 ， 它 的 特征 数 是 六 ,二 是 玖 中 辑 
的 慑 上 大 可 离 体 ，(367 一 mo, 那 末 五 的 所 有 不 使 台中 任意 元 变动 的 自 同 按 形 
成 的 群 C， 叫做 总 半 示 五 的 期 网 瓦 群 , 试 证 : 

] 1， 如 的 元 数 等 二 jo, 毕 晶 的 元 数 等 于 正 关 十 下 的 缩减 次 数 ， 

2 是 工 关 于 的 催办 瓦 群 ， 

人 假定 Fi 是 二, 已 的 中 间 体 , 那 末 GCEKEN)=G(CI2), 这 里 并; 是 瑟 : 中 
2 的 最 大 可 离 体 . 

41 假定 二 是 9 的 子 群 , 那 末 政 一 EECG) 中 任意 元 的 p 次 杠 仍 在 已 :中 . 

D1 二 

中 假定 下 中 任意 元 的 次 报 仍 在 KK, 中 , 那 未 及 CG (ED) 和 ~ 

这 就 是 说 , 定理 1 能 饼 这 样 推广 到 太 可 离 体 。 
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$6.3 正 规 庆 


有 穷 次 可 离 正 规 体 的 其 均 瓦 理论 包含 四 个 主要 定 想 ， 上 节 的 
定理 工 及 定理 4 旺 其 中 两 个 ， 这 节 我 们 介绍 其 他 两 个 ， 因 为 正规 
底 存 站 的 证 明 较 麻 炬 ,所 以 这 节 大 部 分 篇 旺 是 介绍 这 证 明 . 

假定 如 是 由 可 搁 体 下 的 % 个 自问 构 形 戚 的 群 , 了 是 攻 中 所 
有 对 于 如 中 任意 元 不 变动 的 元 的 集合 , 显然 五 是 开 的 子 体 ， 现 
在 我 们 要 问 , 扣 是 否 就 是 上 关于 总 的 俩 罗 兵 群 ? 想 如 我 们 能 够 证 
明 ( 五 :所 9%， 那 木 由 4.7 定理 击 【《 玫 : 殉 一 nm， 国 此 由 和 4.7 定 
理 5 到 是 玖 的 可 离 体 ,于 是 于 是 五 的 次 三 离 正规 体 , 所 以 好 
是 五 关于 五 的 俩 罗 丘 组 . 

定理 1 假定 对 = 居 ，…，ej 是 由 可 换 体 站 的 自 同 构 形 成 
的 群 ， 五 赴 天 中 所 有 对 于 任意 e 不 变动 的 元 形成 的 子 群 ， 那 来 
(E :PF)—n., 

证 明 假定 是 直 中 任 启 十 1 个 非 零 的 元 ,由 
名 44.4 定理 2, 我 们 窟 易 得 知 , % 二 1 个 问 晤 

Or= Co) Ga =1, 2, 十 1， 
关于 下 线性 相关 .假定 名 , …, 5 是 其 中 元 数 最 大 的 线性 无 关 元 
组 ,因为 ”去 mw， 那 来 
和 
国 此 egkovia ri 十 十 QOF(Gr)， 在 一 二 写 ，.…， 记 。 
但 gor or 是 作 的 全 部 元 , 命 ciaxs 一 cj， 我 们 就 有 
GA) = OE) F084) + ar) oe) , 
f=1, 2, -, nN. 
把 这 式 中 的 ?改写 成 机 同上 式 比较 就 得 到 
{a1— oon ot{e) Fe ar — ola) Ho (ar) —0, 
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B=, 2 
因为 3 .关于 攻 线性 无 次, 所 以 ojifos = 这 就 是 说 ,as 对 
于 任意 o 不 变 , 办 此.& 才 ,假定 5: 省 恒 等 映 射 ， 邵 st 一 二 那 末 
Mr = 
于 是 ot， mm， ed 甘于 了 玉 线 性 相关 ,这 上 就 是 说 ， 芭 中 任意 % 十 1 
个 元 关于 耳 线 性 相关 ,因此 (下 : 耳 ) 专 %, 所 以 定理 成 立 . 

于 研 我 们 得 知 ,假如 合十 由 可 换 体 下 的 自 同 构 形 成 的 有 穷 
群 ,下 是 民 中 库 有 对 心中 任意 元 不 变动 的 元 形成 的 子 体 , 那 末 攻 
是 五 的 有 穷 次 可 离 正 规 体 ， 反 过 来 ， 假 如 天 是 到 的 有 旁 侈 十 离 
正规 体 ， 那 末 所 有 不 使 了 中 任意 元 变动 的 的 自 同 构 形 成 的 群 
就 是 发 疾 于 下 的 伽 罗 化 群 全 ， 显 热 它 是 有 穷 群 ， 因 此 我 们 得 彻 
罗 矶 理论 中 第 三 个 主要 定理 . 

定理 2 假定 丸 是 可 换 体 天 的 子 怀 ， 那 未 由 下 的 所 有 不合 
下 中 任意 元 变动 的 自 同 构 形 成 的 群 G 是 有 穷 群 的 必要 充分 条 件 
为 ;下 蚌 玉 的 有 穷 次 可 离开 规 体 . 

王 面 正规 底 存 在 定理 是 合 罗 瑟 理 论 中 第 四 个 主要 定理 . 这 定 
理 在 1932 年 由 多 仇 林 人 M. Deuring,1907~) 首 先 证 明 ， 自 后 也 还 
有 其 他 证 明 , 但 次 到 1950 年 雇 前 , 所 有 这 些 证 明 都 要 引用 表 现 埋 
论 . 虽然 19 和 2 年 阿 丁 有 一 个 不 引 崩 才 现 理论 的 证 明 , 忆 它 只 限于 
太 不 是 有 穷 体 的 情形 ， 因 此 不 是 一 个 完备 的 证 明 ， 这 里 我 们 介绍 
的 证 明 是 1950 年 其 塞 斯 (. 到 . 8B. Gasseis) 及 华 尔 (G. EB. Wall) 
提出 的 , 它 是 一 个 不 需要 表现 理论 的 初等 让 明 “*. 

定理 8 假定 兵 是 玉 的 mn 次 可 光正 规 体 ,好 一 404,*…-; 0 中 是 
它 的 地 罗 瓦 群 , 那 本 一 中 有 元 %, 使 

G0), Tato), +, ne) 
成 为 区 关于 歼 的 底 , 这 底 我 们 是 做 站 关于 五 的 正规 底 . 
证 明 我 们 知道 , 齐 次 线 方 程 组 有 非 零 解 的 必要 充分 条 件 是 ， 
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它 的 系数 行 州 式 等 十 零 ,因此 我 们 容易 得 知 ， 区 中 元 四，en 如 
果 适 合 
| (a) oT Ce) 


一 lor (os) | 0, 


| aor! (om) "ee il (Co) 

那 末 它们 就 关于 环线 性 无 天， 因此 也 就 是 乓 关于 已 交底 .于 是 
下 中 元 和 如果 适 合 [aP feifo 儿 天 0， 那 未 of 中 oo 号 是 
下 美 于 吾 的 正规 底 . 

现在 分 两 段 来 证 明 天 中 有 这 样 的 元 e 存在 ， 

1， 当 玉 不 是 有 穷 体 时 . 

假定 是 日 的 单位 元 ,并 且 规 定 当 grogj;=or 时 , 从 内 = 二 记 
于 是 
人 1 


fias, 一 


nl rm 

是 页 Bra 3 中 多 项 式 ， 取 位 一 二 加 一 0, $3 关 1， 因 为 人 % 们 二 
了 【2 个 去 1， 3 六 显然 

了 了 人，0，…， | | 一 1 人 
1i 

因此 六， Ss En) = 0, HE .六 Pb 0 a) 不 性 等 于 起 ， 恒 

ie aa (a) …， El Co) 

foto), ey anlar) ) -| 和 


_1 ， 一 
| oa Cafea) 7 Oy OT (a) 


= |orioj (0 |. 
假如 在 玉 中 我 们 能 够 找 匀 元 & 使 fate) …, ant@)) 关 0， 才 未 
aroylo | 于 0, 因此 0) On(0) 访 是 攻关 于 六 的 正规 底 . 
下 面 我 们 在 色 中 来 拒 满 是 (oz(0)，…, oa) 关 0 的 元 a， 
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假定 1 , br 是 区 关于 了 的 底 ， 那 未 [oi{os) [0， 于 是 会 
Te TG) Yin) Yn, =, 22，"…， 委 ， 
我 们 有 
Fir es Zn) =-/ (Xo: Ca) of ny row) 


一 8 
因为 fr ,天 人 由 88.10 可 是 4, 天 中 有 元 
Te EE 有 环 一 工 ， 了， ， 几 ， 

使 FB Bw 天 0, 阁 为 [vie7) 1 天 0, 所 碎 上 而 线性 方程 组 在 民 
中 有 唯一 组 解 Yi, …，y 因此 331 YY 一 (B11.) 0. 
这 就 是 说 ,9 (和 ,1) 闫 人， 再 因为 gf， 2 的 系数 是 天 中 
元 , 六 由 名 3. 如 习题 4 在 中 有 无 机， 和， 本 使 9 天 避 ， 
命 


那 末 
fflo(o), ry Go) ) A 1 Bona)a) 


于 中 [Ci 0， 


= 


因此 这 时 定理 成 立 . 

2. 当 乒 是 有 这 体 时 ， 

由 &S.2， 我 们 得 知 区 是 巴 的 循环 体 ， 假 如 om,，…, 上 是 五 
关于 也 的 底 ,o 是 区 类 于 五 的 可 办 瓦 群 人 的 生成 元 ,即日 = (2， 
命 


有 
2 一 它 ， Qty WEF, 


那 未 
lo ) |= 10 (nm |=: (ow |= TAsnl, 
这 里 B.D CO (0), Bn=B, 


假如 在 区 中 能 找 出 a, 就 是 说 , 在 五 中 能 找 出 a 使 包 项 式 


i 
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一 主 
六 [一 全 or 
[| 


与 了 (四 一 人 一 人 互 质 , 那 末 cxz) on( 纪 就 是 正规 底 , 这 是 因为 


在 [中 有 满足 
{og ter) tir) er —1)=1 


的 多 项 式 8tw), tc， 再 我 们 取 科 组 矩阵 
0 1 0 


10 0 1 0 


4 


‘Ol ,0 
bs 


拒 这 汪 代 上 和 式 的 z, 得 抵 阵 等 式 sfdgfd4) = 二 1, 于 是 18C4) 119 人 4)1 
一 土 全 

8(4 —BoAd? BA + dt 

By 及 | ° B10 0 “Bn 

[8 | 方 + 0 O07. B10 
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多 此 18-4i| 关 0 所 以 5ifta)， oo 的 是 在 关于 五 的 正规 底 

下 他 我 们 来 求 使 9(2) 与 (vw) 一 "一 1 了 瑟 质 的 二. 

假定 工 导 区 是 了 7 一 1+ 一 1 的 分 林 体 ， 扣 ，-…， Pm (mm 所) 其 
F( 妆 在 工 中 开工 堆 点 ， 国 为 (也 :本 关 m%， 在 三 中 我 们 可 以 适当 挑 
选 5 pw Ba, 局 如 ,Bm Ba 下 异 . 如果 gf80 天 0 
全 一 二 2 1)， 那 末 gl 人) 与) 在 玉 前 扩张 体 中 没有 公共 零 
点 ;因此 9 20) 就 是 与 f(x) 互 质 的 了 了 . 


我 们 把 9: 写成 
gi) -Se: a (otan 5 )= 一 它 9 
这 里 quot (om) Be, 


因为 …, a 是 下 大 于 二 的 寥 ， 所 以 1o*(aw | 关 0， 又 因为 1， 
~ bn 吾 恒 ;所 议 
Ip = [TY Bb,—P) #0, 


i 
因 紫 EA 
很 定 1， ” Br 是 LL 关 王 加 的 底 ， 
i ~ S bi 下, bEF, 

因为 [431 —, SD B88 1 
所 以 其 中 有 菜 个 155 二 0， 于是 在 了 中 有 满足 

Slagh rn ; .. 

I hs 1, 2 1, 2, 2 名， 
的 元 &:; 如 果 这 时 

gD) = = DB (Eady pr—0, 


因为 Bi, …, BB 关于 了 线性 无 关 , 那 末 Eap =0, 这 与 上 面子 
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盾 , 记 以 gl) 于 0、 这 就 是 说 , 象 上 了 面 这 样 挑选 的 a; 可 以 司 yw) 
与 了 (2 王 质 ,因此 定理 得 证 . 


$ 6.4 多 项 式 能 够 用 根 号 解 出 的 条 件 


在 复数 体 中 ,1, 2, 3, 4 次 多 项 式 的 零点 都 车 以 由 复数 用 有 理 
运算 及 根 号 来 表 出 ,这 是 我 们 早已 知道 的 ， 沁 在 我 们 要 问 , 5 次 及 
5 次 以 上 多 项 式 的 零点 是 否 也 能 如 此 ? 此 后 两 节 就 一 般 情形 来 讨 
论 这 问题 ,这 和 我 们 先 讨论 它 的 必 训 充分 条 件 . 

我 们 先 证 明 $6.1 定理 2 的 道 定理 以 备 引 用 . 

定理 1 人 恨 定 体 五 会 有 m 次 本 原单 位 根 ,下 是 到 的 后 次 循环 
体 , 那 来 五 ~ 到 (3?y) ,这 里 7 是 纯 多 项 式 x? 一 8, a 的 零点 . 

证 明 假定 天 一 了 (@),o 是 式 关 于 五 的 人 姗 罗 瓦 群 他 的 生成 
元 ,是 五 中 的 mn 次 本 原单 位 根 ， 

eo 二 ol 0 1 …, 一 1, 
显然 训 E KK 因为 or(9) 一 am, 疡 以 我 们 有 

可 (有 一 加 fa 十 EG31 Er Mga 1 (gy EY Lo 
6 人 十 Err fw Tn 一 和 的， 
于 是 ot 部 ) 一 洪 , 因此 内 计 避 中 任意 元 不 变 , 所 以 部 mE 五, 这 
就 是 说 , 六 是 五 [中 中 纯 密 项 式 玉 一 和 的 零点 ， 
再 因为 
(一 和 侍 十 羡 十 E 十 和 二 Ed 一 工 一 人 3 一 0， 
并 且 当 天 一 1， 2，-…; nn 一 十 时, 1 一 关 0, 所以 


Lu 
=0 (Rn 1). 


于 是 
= Pk + (十 … + én-on (0m) =na, 
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因此 ，B. 8， ,8 1 不 者 在 下 申根 如 亲 EE 下 ， 因 为 好 一 经 在 
所 中 是 既 约 的 入 8. 工 习 亚 7 ,所 以 已 一 古 (B) ,这 就 是 说 , 区 关于 
万 的 本 原 元 刀 是 纯 和 多项式 的 零点 ,所 以 定理 成 立 . 

要 注意 的 是 ， 假 如 百 的 特征 数 是 p， 定 理 中 就 不 能 被 刀 末 
除 ， 这 是 因为 如 果 不 如 时, 首先 碧 的 % 次 本 原单 位 根 不 存在 . 青 
二 为 4" 一 4g 是 空前 和 多项式， 所 以 它 的 和 霍 点 都 是 重 零点 ， 把 它 添 其 
于 百 得 到 的 体 不 是 可 离 体 ， 

现在 我 们 来 讨论 多 项 式 能 够 用 根 号 解 出 的 条 件 ， 首 先 为 了 便 
于 用 述 ,我 们 引用 下 面 的 定义 . 

因为 "一 g 的 零点 我 们 常常 叫做 4 的 nm 次 根 ,写成 ,所 所 
十 面 的 六 (0a) 又 四 做 均 的 根 号 扩张 体 ， 又 因为 m 一 mms 时 ,2 一 一 
(om 一 4 的 零点 可 以 看 成 oo 一 人 wa 的 党 点 .因此 

Yaa. 


于 是 我 们 有 如 下 定义 . 

假设 区 是 体 下 的 扩张 体 ,如 果 它 们 之 间 有 中 间 体 

FFochoC CFRK, FP-Fi(o), 

这 里 9 Fi PB; 是 质数 , 那 未 玉 就 叫做 到 的 根 号 扩张 体 . 和 [9] 
中 多 项 式 , 如 困 它 的 分 裂 体 是 玉 的 根 守 扩张 体 的 子 体 ， 就 叫 倾 能 
够 用 根 号 解 出 . 

于 是 循环 式 能 通用 根 号 解 出 . 

为 了 方 使 ,于 面 我 们 假定 所 需要 的 质数 Pp 次 本 原单 位 根 都 已 
包含 疮 基础 体 卫 中 ,因此 下 的 特征 数 异 于 mx. 

再 要 注意 的 是 天 的 有 穷 次 根 导 扩张 体 太一 二 不 一 定 是 吾 
的 正 观 扩张 体 ， 但 可 以 稍 用 根 苇 来 扩张 使 它 成 为 五 的 正规 打 张 
体 ， 这 是 困 8 为 ， 首 先 ， 由 于 由 次 本 原单 位 根 都 在 五 中 ， 所 玉 
一 wr 一 三; 4 了 的 所 有 零点 也 部 在 本 中， 也 就 是 说 二 是 
六 (0) 的 分 裂 体 , 因此 本 是 天 的 正规 体 ， 如 果 匡 一 玉 , 也 就 是 说 
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mn 一 1, 那 末 下 就 是 五 的 正规 体 ， 如 果 玉 恒 ,了 就 是 说 mr 基 1， 
因为 Fo 一 Pitas)，as 是 491 一 gs, qs 人 本 的 去 点 , 全 0 是 二 关于 
六 的 佑 罗 记 群 中 任意 元 , 那 末 
fa = oo (ms)) 

是 下 [z] 中 多 项 式 ， 我们 把 fs(t) 的 零点 都 添加 于 ,就 得 到 到 ,的 
扩张 体 Po, 因为 丸 包 售 pe 次 本 原单 位 根 , 所 以 Lo 是 下 [z1 中 多 项 
式 所 (8) fo) 的 分 异体 ， 因 此 是 五 的 正规 体 ， 如 果 豆 三 严 ， 即 
以 一 2， 那 玉 5 就 是 所 求 前 正规 体 ， 如 果 下 不 是 I 的 子 体 ， 即 
mm 3, 我 们 用 同样 方法 继续 党 加 根 号 , 经 过 有 穷 回 后 , 终 可 得 到 多 
舍 豆 的 豆 的 正规 体 五 , 所 以 厂 再 用 根 号 扩张 可 以 成 为 下 的 正规 
体 ， 

下 面 是 多 项 涉 能 够 用 根 叶 解 出 的 必要 条 件 ， 这 里 的 多 项 式 我 
们 假定 是 没有 重 零 点 前 . 

定理 & 假定 了 [Qj 中 多 项 式 f(7) 能 够 用 和 根 号 解 出 ， 并 县 下 
的 特征 数 不 能 整除 根 号 的 次 数 ， 那 末 它 前 鸽 轩 也 群 是 可 解 群 . 

证 明 假设 玉 是 ce; 的 分 型 体 ,因为 了 (o) 能 够 用 根 刁 解 出 ， 
所 以 下 是 吾 的 根 叶 扩张 体 的 子 体 ， 出 上 击 的 讨论 ， 我 们 得 知 下 
有 这 冬 的 扩张 体 三 存在 , 它 是 疼 的 正规 体 , 并 且 在 它 与 吾 之 间 有 
中 疗 体 

FL, 
这 虹 如 二 也 te) eg EL 因为 加 含有 六 次 本 原单 位 根 , 所 以 
二 是 61 的 正规 休 . 假设 全 是 工 关 于 五 的 惹 罗 瑟 烙 ,GG 是 下, 所 
属 的 了 群 , 平 是 我 们 在 
GOT Don= 8. 

因为 F. 是 局 的 正规 体 ,所以 全 是 他 .3 的 正规 子 群 ,是 G1/G 
是 瑟 关 于 一 的 伽 罗 瓦 玲 ， 因 此 GG ww/G 的 元 数 是 站 于 是 它 
是 循环 群 ， 也 就 是 可 护 群 ， 所 以 局 是 可 解 群 但 下 是 所 的 正规 
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体 , 因此 /7G(EKE) 是 上 二 基于 也 的 佑 罗 瓦 群 ， 也 就 是 了 (8) 交 若 罗 
旋 冬 .因为 是 可 解 群 ， 由 535.3 定理 7, Gy/G (EK) 也 是 可 解 群 ， 
所 以 了 (2 的 其 罗 瓦 群 是 可 和 解 群 ,因此 定理 成 立 . 

在 上 定理 中 ， 如 果 了 的 特征 数 能 够 整除 很 号 的 次 数 ， 那 未 
了 f(z) 的 分 异体 芭 是 五 的 不 可 部 体 ， 这 时 它 的 损 罗 玖 群 就 不 在 我 
们 讨论 的 范 册 内 ， 

下 前 我 们 来 证 明 根 导 解 盘 的 充分 条 性， 

定理 3 假定 五 [ 引 中 多 硕 式 fo 的 机 罗 瓦 群 全 是 可 解 群 ， 
并 且 的 特征 数 不 能 整除 只 的 元 数 ， 那 未 了 (2%) 能 够 用 根 号 解 出 . 

证 明 ”我 们 知道 有 穷 群 有 合成 群 列 ， 一 个 群 如 果 有 合成 群 
旨 ， 那 末 它 的 侍 意 正规 群 列 可 以 加 细 使 成 为 台 成 群 列 ， 驴 和 候 如 
思 习 BU ,其 中 二, C 前 是 二 的 正规 六 群 , 如 果 44/C 基 可 换 群 ,出 
8 6.2 第 一 同 构 定 理 ， 

41 了 8Bs4AOA BIO, 
所 44 下 是 本 换 群 ， 再 因为 阿 换 群 只 有 元 数 是 工 或 是 质数 时 才 
是 单 群 , 本 是 我 们 容易 得 若 ,这 时 如 有 合成 群 列 
Go DH OG, 
这 里 商 群 -wiG 基 元 数 为 质数 入 的 措 环 典 ， 央 此 去 的 特征 数 
缉 于 2 命 玉 是 挟 中 社 于 台 的 子 体 ,于 是 我 们 有 
P= CPC C=. 

因为 好 -+ 是 台 的 正规 于 群 ， 所 以 玉 是 Pi 的 瑞 规 体 ， 再 困 为 
五 , 关于 Fa 的 柄 罗 瓦 群 Go areGs 是 i 次 种 环 群 ， 所 以 百 : 是 志 : 
的 Pp; 次 勿 球体 .但 我 们 已 假定 如 中 含有 ZPD; 次 本 原单 位 很 由 定 
理 1 一 了 i), 这 里 上 EB， 所 以 长 是 玉 的 根 导 扩张 体 ， 
因此 了 (站 能 况 用 根 号 解 出 ,所 以 定理 获 证 . 

我 们 要 注意 的 基 , 在 上 向 定理 中 ， 如 果 没 有 的 特征 数 不 能 
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整除 G 的 元 数 这 条 件 , 那 末 定 理 1 就 不 能 引用 ， 因 此 定理 就 不 能 
够 成 立 。 也 就 是 说 ， 几 项 式 了 (zw) 的 人 斯 罗 瓦 群 昌 是 可 解 群 ， 如 革 
五 的 特征 数 与 8 的 元 数 不 互 质 ， 那 末了 (%) 不 一 定 能 够 用 根 号 解 
出 ， 辟 如 , 假定 了 了 是 特征 数 为 2 的 质 体 ,ww, 汪 是 关于 百 的 未 定 元 ， 
二 一 tw 人) 是 了 的 超越 体 , 堵 末 2 次 多项式 
FE) 一 知 十 9 十 

显然 是 可 离 的 ,因此 了 (sw) 的 俘 裂 体 是 区 的 2 次 可 离 舞 ,于 是 了 (wo) 
的 其 罗 瓦 群 的 泡 数 是 2, 所 以 它 是 可 解 群 。 但 是 添加 奇数 次 纯 多 
项 式 的 零点 于 于 得 到 的 扩张 体 关 于 KK 是 奇数 次 ， 添 加 偶数 次 纯 
多 项 式 的 零点 丁 琶 得 到 的 扩张 体 是 五 的 不 可 离 体 , 因此 了 (z) 的 
分 履 体 不 可 能 是 长 的 根 号 扩张 体 的 子 体 ， 这 就 是 说 , f(w) 不 能 够 
用 根 号 解 出 . 

再 要 注意 的 是 , 痊 上 面 讨论 中 ， 我 们 假定 卫 会 记 需要 的 质数 
Br 议 本 原单 位 根 只 是 为 了 方 全 ,如 果 没 有 这 和 想 定 ,上 向 的 定理 2 及 
定理 3 仍然 是 同样 成 站 的 , 其 娃 册 如 下 : 

假如 了 (局 的 分 型 体 玉 昌 才 的 根 号 扩张 传达 的 子 体 ， 我 们 把 
\ 工 :本 次 本 原单 位 报 漆 加 十 下 得 到 体 久 '， 添 加 于 也 得 到 体 丙 ， 
这 时 五 ' 是 矿 玖 正规 体 ， 因 此 六 ' 也 是 到 的 正规 体 ， 命 区 ' 关 于 
了 及 2 的 佑 罗 巨 群 分 别 是 日 及 全 ,显然 矿 是 4 的 正规 子 群 , 因 
为 五 是 五 的 根 号 扩张 体 芍 子 体 ,出 定 理 3, 如 ' 基 可 解 群 , 再 因为 
他/G 是 下 关于 下 的 惹 罗 瓦 样 ， 由 $6.1 的 习题 4 它 是 可 换 群 ， 
因此 如 是 河和 解 群 避 3.3 习 题 2), 但 f (2) 的 拿 软 玖 群 是 Gi/G (EK)， 
而 它 又 是 可 解 群 局 的 商 群 ,所 以 .Fo 的 匣 罗 瓦 群 是 可 解 群 . 

青 假如 了 (8) 的 分 裂 休 基 天 一 晤 (oa ,aw) 它 的 邵 罗 丽 群 他 
是 可 解 样 ,元 数 是 mw， 因为 玉 的 特征 数 不 能 整除 mx, 所 以 玉 的 涡 
次 本 原单 位 报 存 在 ， 假 定 把 它 洪 如 于 玉 得 到 的 体 是 疡 ， 那 未 
下 一 Bo 2) 是 把 tw) 着 成 玉 '[z] 中 多 项 式 时 的 分裂 体 , 因 
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为 下 关于 五 前 其 罗 纪 群 他 中 任意 元 把 村 变 为 四, 也 就 是 说 , 它 
诀 定 mm …， ow 的 一 个 排列 ， 并 且 它 不 使 召 中 元 变动 , 因此 世 不 
使 天 中 任意 元 变动 ， 所 以 它 又 决定 如 中 一 元 。 再 因为 好 中 两 个 
不 同 的 元 折 瑞 定 折 ，…， 迪 的 排列 不 同 ， 因 此 它 所 决定 的 中 元 
也 不 同 . 于 是 台 与 对 的 子 群 同 构 ， 所 兴 G 可 以 看 成 的 子 群 . 
因为 9 是 可 解 群 ,所 以 人 也 是 可 解 群 ， 因 为 好 的 元 数 是 日 前 元 ' 
数 的 因数 ， 所 忆 所 的 特征 数 不 能 整除 好 的 元 数 . 由 定理 3, 乓 
是 丈 的 根 号 扩张 体 的 子 体 , 因此 也 是 F 的 根 号 扩张 体 的 子 体 ,所 
以 玉 是 玉 的 粮 号 扩张 体 的 子 体 . 


§ 6.5 ”12 次 一 般 多 项 式 的 解 


假定 耳 (&，，…, Ww) 是 可 换 体 了 的 起 朴 扩 张 体 ,%6 是 玉 Qta,…， 
Wet 四 盐 .所 ,也 就 是 说 ,二 …, Ww 是 玉 的 末 定 元 ， 
姥 赤 %n 次 多 项 式 
FR) a MR a Oo 9 
就 叫 和 做 五 的 ”次 一 般 多 项 式 , 或 简称 呈 次 一 般 多 项 式 . 
假如 硬是 了 (加 在 它 的 分 型 体 五 中 的 零点 , 那 末 
三 一代 十 王 十 Wa 一 iDs 全 十 DIDny ry 
Wa = VADar Os 
显然 Co， 是 乓 的 扩张 体 ， 因此 长 = 
FU Va). 
正面 是 著名 的 珂 贝 苹 定 理 . 
定理 工 部 次 -一 般 儿 项 式 站 他) 的 个 罗 瓦 群 是 mm 个 文字 上 的 对 
称 群 9 
证 明 我们 污 米 证 明 淮 点 是 未 定 元 的 多 项 式 ， 它 的 人 稳 罗 瓦 群 
是 对 称 群 . 


ra 本 


D66 他 训 和 机 页 素 洛 
假如 上 是 求生 元 ， 
C4 = 


Cg 一 二 1 洛 9 十 十 全 1 人 ny 


tC 1 ny 
那 末 下 (他 ) = (To— 1) (Ha) (Ek) 
= 十 -十 (一 1) "or 

是 所 tat 0) [2] 中 多 项 式 ， 它 的 分 至 体 是 五 的 超越 体 FFtw， 
,wn) ， 我 们 知道 ,不 使 于 tr， …, om) 中 任意 元 变动 的 随 {wr, …， 
的 自 闻 构 , 显 然 不 使 产 (z) 的 任意 系数 a 变动 ,因此 它 把 瑚 {2) 的 
等 点 仍然 变 为 有 (2) 的 零点 ,所 以 它 决定 2， zw 的 : -个 排列 . 反 
过 来 ,因为 2 …, wn 都 是 未 定 元 ;也 就 是 说 , 它们 都 是 记号 , 我 们 
容易 知道 ， 它 信 的 任意 -- 个 排列 诱导 出 五 (za，…。2) 的 一 个 自 同 
攀 , 这 自 间 构 不 使 出 ,…, 迪 变动 , 因此 世 不 使 二 (ta …, %) 中 任 
意 元 变动 ， 所 以 吉 ，…， zs 的 任意 -一 个 排列 决定 一 个 不 使 玉 ta 
一 0) 中 任意 元 变动 的 玉 G0y，…， gw) 的 自 同 构 ， 于 是 到 (ww …， 
2 基于 下 fo vv， o 的 精 交 所 群 是 站 个 文字 妇 ， 如 圭 的 对 称 
群 SS,. 

假如 我 们 能 够 证 明 五 一 所 (oa 24) 与 上 (04，…， 2 的 同 
构 是 上 NG 9 2， oa em 的 延长 ， 那 末 王 Ga， ao) 的 
扩张 体 8 wy 9 可 以 看 成 是 下 (an …，o) 的 扩张 体 了 P(x， 
因此 天 一 下 (关于 五 人 的 务 罗 大群 就 
梧 以 看 成 是 王 (za，…， 国 ) 关于 时 fo，…，o) 的 二 罗 志 群 ， 于 是 
F 的 其 风 志 群 就 是 对 称 群 S,， 所 以 定理 就 告 成 立 . 

我 们 先 证 明 下 面 多 项 式 gx, …, eu) 的 一 个 性 质 , 以 备 引用 . 

假如 下， …， 加 的 密 项 式 9koa 二 一 遇 那 末了 (aa 
的 系数 全 都 是 零 ， 这 是 因为 ,由 g(a …, om) 一 0, 我 们 有 
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人 0 
现 为 所 是 来 定 元 ,用 六 来 代替 生 束 得 到 
gD vo Bow 1) —0, 
即 dt, Ua 7, Wn) =—0., 
但 za ae 和 是 名 个 玉 定 元 ， 所 以 ga tt 的 系数 全 都 是 
零 , 因 此 9m …， 9) 卫 系 数 完全 是 零 . 
现在 来 证 明 上 面 附 个 体 的 延长 . 
我 们 命 了 to ， 0) 中 元 了 0， of， Ww) 上 与 
于 应 , 即 
0 os Ho OG WO) Pf os, on) G4, 1 Cn), 
这 对 应 显然 是 六 G6) 身 到 也 (om …, tn) 上 的 辣 态 , 并 且 还 
是 可 逆 的 . 这 是 因为 ,很 如 
Fa os, Ga) G0 7 Qn) 


=— fi ys On) G1: 1 “yy can), 


屠 末 
下 fa ee, A (on, 7 on) 
—filo, gg ,=0, 
因此 由 上 面 证 得 的 性 质 ， 
fui, ee, Ca 站 
—fa, 8 
0 
fy, ,Wa A Wn) ， 
于 是 Pi os, Wn) EF RI 1, i), 
这 时 对 与 个 对应， 即 六 二 的 系数 与 也 全 的 系数 对 应 .但 也， 
0 人 别 是 了 太 的 分 发 体 ,根据 8$4.6 定 
理 3， 
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Fm ~ De EF (1 -oe, tn) 

并 且 它 们 是 了 02， am 三 (ao 的 延长 , 因此 定理 得 证 . 

我 们 知道 对 称 群 5,， 当 mn 志和 4 时 是 可 解 群 ， 当 % 守 5 时 不 蚌 可 
解 群 。 所 以 当 前 特征 数 不 是 2 或 8 时 ,五 [2] 中 5 次 以 下 的 多 项 
式 都 能 够 用 根 号 解 出 . 生 议 以 土 的 一 般 客 项 式 不 能 用 根 号 解 出 ， 
即 

定理 2 “次 一 般 多 项 式 当 n 字 6 时 ,不 能 够 用 根 导 解 出 . 

要 注 汶 的 是 ,这 里 讨论 的 虽然 是 一 般 多 项 式 ,但 是 4 次 以 上 的 
多 项 式 即 使 系数 是 整数 的 也 不 一 定 都 能 够 用 根 号 解 出 ,后 面 $6.6 
习题 2 就 是 一 个 显明 的 例 于 


习 题 6.5 


1， 假 如 已 敌 >5 时 交代 群 db 是 单 群 ,试用 这 仁 质 证 明 对 称 群 5, 不 是 
可 解 群 


$ 6.6 ”质数 次 既 约 多 项 式 的 解 


我 们 已 经 知道 ,多项式 的 期 罗 瓦 群 是 关于 它 零 点 的 对 称 群 ,或 
者 是 对 称 群 的 子 群 ， 虐 约 多 项 式 的 佑 罗 瓦 群 是 关于 它 等 点 的 可 和 
群 ， 下 面 我 们 米 讨 论 怎 拌 的 可 迁 群 才 是 可 解 群 ， 

我 们 先 介绍 一 个 定义 岂 备 引用 . 
假设 6 是 数字 1,2,…, % 的 排列 , 如 果 有 整数 4a( 三 0%)),。 


od) t+-bir, =]1, 2, +, n, 
那 末 a 器 做 关于 % 的 线性 变换 . 
下 面 是 我 们 需要 的 定 埋 ， 
定理 1 假定 /四 是 下 [四 中 质数 P 次 的 既 约 多 项 式 , 它 的 人 
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四 竞 群 台 是 代 , 2,"…, 个 的 可 迁 群 , 那 束 对 是 可 解 群 的 必要 充分 
笨 件 是 ， 拒 3, 2,…, 玫 的 顺序 适当 改写 后 , G 中 任意 元 是 关于 了 
的 线性 变换 , 并 且 台 和 包 售 所 有 = 工人 功 的 线性 变换 
GE = op), b=1, 2,.., Pp, 
证 明 我 们 先 用 数学 归纳 法 来 证 明 必 要 性 . 
假如 大 可 解 群 ， 
G0 DD = 

是 它 的 正规 群 列 ,并且 i 是 可 换 群 ,这 时 我 们 可 以 假定 后 是 
循环 群 ,因为 如 果 它 不 是 循环 群 , 任 取 它 的 一 个 循环 子 群 搬入 Gu 
Gn 之 间 训 能 成 为 这 样 的 正规 群 列 . 

因 方 好 是 世 ,， 2,…, PD} 的 再 迁 群 ，G 是 介 的 正规 村 群 ， 出 
$5.6 定理 2, 7 也是 {1, 2,…， Pp} 的 可 迁 群 ， 因 此 Gs， …，G 
部 是 红 , 2,…，ZP} 的 可 迁 群 。， 假 定 0 是 fx 的 生成 元 , 也 就 是 
ex 一 (oO， 那 末了 是 六 个 数字 的 循环 排列 这 是 因为 ， 如 果 = 
(2 的 条 车 只 能 把 ] 变 为 荆 记 六 …， mh, 而 不 能 
把 工 变 为 na， …，9， 这 与 羽 = (0) 是 可 迁 群 的 性 质 不 合 , 因 些 奶 果 
把 1, 2,，…, 力 的 顺序 适当 改写 ,我 们 就 有 

OF 人 于 是 二 (7 
于 是 OD tp T=1, 写 ， 和 
再 很 设 7 是 Gx 中 任意 区 ， 因为 Fi 是 -1 的 正规 子 群 ， 所 
以 zor 1€ GY;, 我 们 命 
ToT 1=0% 1 =7, 
因此 Tar =a +a(D), 
于 是 TO) 一 ET 人 二 了 人 十。 
也 就 是 说 ,对 任意 全 我 们 有 
TH-1) TD oD). 
假如 令 7(0) =8, 那 末 
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TDDB, r= +tard 28, rr, 

一 般 TO 二 0 十 0， 
这 就 是 说 ，Gx-1 中 枉 意 元 号 关于 Pp 的 线性 变换 ， 因 为 当 4 去 1(p) 
了 时, 有 适合 2 十 有 @ 三 放 科 , 即 (6 一 了 D6 一 了 DD 的 数 存 在 ,所 以 具 
有 7T( 裤 尘 b 十 红 记 使 任意 数字 变动 ,但 Y=o*, 因此 Gs-z 中 使 任意 
数字 恋 动 的 排列 是 Gs 中 排列 ,也 就 是 说 ,Gax-i 中 任意 Pp 项 循环 排 
到 是 fs 中 排列 . 

现在 我 们 假设 Gr- 有 Cr li 的 性 质 ， 即 Co- 中 任意 徘 列 是 关 
于 如 的 线性 变换 ， 关 县 G4. 中 任意 加 项 循环 排列 是 Gs 中 排列 . 
如 果 于 是 Grs--i 中 任意 排 庆 ， 因 为 9 是 名 项 御 环 排 询 ， 册 2.3 
可 题 10，zrcr 是 Gir-n 中 项 循环 排列 ， 因此 在 Gs 中 .于 是 
ror + 一 oo 即 ro=0"r， 同上 面 一 样 ,我 们 有 C2) 二 i 十 8 7B), 二 
此 -1 中 任意 证 是 关于 bp 的 线性 灾 换 , 并 目 其 中 生意 包 项 循环 
排列 是 G5 中 排列 ,由 归纳 法 我 们 得 知 必要 条 件 成 立 . 

下 曾 我 们 来 证 明 充 分 性 . 

假定 如 是 由 关 于 郊 的 线性 变换 形成 的 群 , 入 是 其 中 所 有 形状 
象 o 站 二 2D) 0 一 2 入 的 线性 变换 形成 的 下 换 子 群 。 
那 林 邓 中 使 任 训 数字 变动 的 排 判 都 是 扩 中 排列 , 也 就 是 说 , 如 中 
任意 卫 项 循环 排列 都 在 站 中， 俱 用 台中 任意 排列 把 关中 任意 排 
列 变 融 二 站 ) 得 到 的 排列 仍然 是 项 短 坏 排列 ， 因 此 也 是 六 中 排 
到 , 所 以 立 是 臣 的 正规 子 氏 和 假 东信 二 三 二 0 是 避 中 柱 意 元 ， 
那 来 在 陪 桌 rY 中 有 

ror{iy adtar + betp), 

这 里 ar 二 5 三 0( 加 ,如 果 TD 二 0 区 二 qi, 我们 就 有 tt 人 ) 二 
gai、 轩 此 , 仿 如 会 5 与 & 对 应 ,我 们 很 容易 证 明 这 对 应 是 保 “NN 对 
到 取 一 (2: 的 系 群 内 的 同 枸 ， 所 区 G/N 与 2 一 (加 的 乘 群 的 子 群 
同 移 .于 是 避 届 是 可 换 群 ， 因 为 Gy/ 交 及 六 都 是 可 换 群 ,所 以 辟 
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是 可 和 解 群 ,因此 定理 成 并 . 
一 个 甘于 质数 了 的 线性 变换 oo 让 二 qt 十 5{) 除 不 动 排列 外 ， 
最 多 只 能 够 使 一 个 数字 不 变动 。 这 是 因为 ， 同 余 式 i 二 ai 十 (7)， 
即 


(a—1)i=—b{p), 


除 # 三 1. 5=0 外 , 最 多 只 能 够 有 - :个 解 ， 因 此 根 如 这 时 线性 变换 
能 够 使 两 个 数字 不 变动 , 那 末 它 就 伍 任 意 数字 不 变动 了 . 

下 面 是 一 个 常常 引用 的 重要 定理 ， 

定理 8 假如 系数 是 实数 的 质数 次 虐 约 多 项 式 了 fit} 能 够 用 根 
号 解 出 , 朝 未 它 的 零点 具有 一 个 是 实数 或 者 全 部 都 是 实数 . 

证 明 因为 f(8)} 的 分 虱 体 下 其 复 数 休 的 子 体 ， 姑 然 其 中 任 
意 数 与 它 的 共 罗 对 应 是 不 使 下 中 实数 变动 的 区 的 自 同 构 ， 因 此 
它 基 了 疗 ( 中 的 佑 罗 配 群 昌 中 范 . 假如 了 (3) 的 分 裂 体 中 含有 复数 ， 
那 末 这 元 蝇 不 是 对 的 单 亿 元， 因此 它 不 能 使 是 个 实数 不 变动 ， 这 
就 是 说 , 候 如 了 fo 的 零点 本 部 是 实数 ， 它 只 能 有 一 个 零点 是 实 剖 ， 
因 蛇 定理 得 证 ， 


习 题 6.6 


工 5 这 实 系 数 妍 多 多 殉 沁 如 牛 只 有 三 个 实 很 , 它 就 不 能 够 用 总 号 解 出 ， 
2. 六 证 多 项 式 熙 一 生 c 二 3 不 能 饮用 横生 和 解 出 ， 


S$ 0.7 必 国 规 与 直 斥 的 作 图 


假如 我 们 已 经 知道 平面 上 有 穷 个 初等 几何 图 形 ( 点 . 直 钱 、 图 
等 )， 要 求 用 回 规 及 直 尺 来 作 适 合 已 给 条 件 的 初等 儿 何 图 形 , 这 要 
求 企 什么 条 件 下 才能 实现 ? 当然 这 条 件 是 包 售 那 至 已 知 初 等 几何 
图 形 的 ， 这 节 我 们 就 是 解答 这 间 题 . 
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我 们 和 郑 道 在 用 圆规 及 下 尺 作 图 的 过 程 中 ， 在 己 知 范围 内 可 以 
尾 意 袍 选 一 点 ， 过 两 点 可 以 作 一 直线 ， 已 知 图 心 及 半径 可 以 作 一 
贺 . 假 邵 两 直线 .两 圆 域 一 直线 一 圆 能 够 作出 , 那 末 它 们 的 交点 也 
能 够 作出 。， 一 个 初等 禾 何 图 形 能 够 作出 ， 具 不 过 是 重复 引用 上 面 
的 方法 作 电 一些 适 当 的 点 , 直线 , 贺 堆 了. 

因为 直线 同 圆 都 可 以 用 点 米 次 定 ， 所 以 用 图 规 与 直 斥 的 作 图 
问题 可 以 看 成 是 由 已 知 点 作出 适合 某 些 条 件 的 点 的 问题 ， 假 如 我 
们 引用 上 素 标 , 把 点 换 成 数 , 那 末 作 点 的 问题 就 变 为 作 数 的 问题 了 . 
假如 数 &,#, c,，… 是 决定 已 知 图 形 的 点 的 坐标 ， 因 为 它们 中 任意 
疝 数 的 和 、 差 . 积 , 商都 能 作出 : 所 以 体 卫 一 Qia, 8, 5, …") 中 数 都 
能 够 作品 ,这 里 倒是 有 理 数 体 ， 

现在 我 们 来 讨论 初等 几何 图 形 能 够 用 圆规 与 直 尺 作出 的 条 


性 . 

我 们 知道 ,一 点 如果 能 够 任意 挑选 , 我 们 可 以 候 定 它 的 坐标 是 
有 理 数 .过 坐标 是 五 中 数 的 两 点 的 直线 , 它 的 方程 的 系数 也 是 囊 
中 数 , 因此 这 样 的 两 条 直线 的 交点 的 举 标 又 是 丈 中 数 ， 如 打 加 上 
的 三 个 点 ,或 一 个 点 辣 它 前 图 心 , 它们 的 举 标 都 是 丈 中 数 , 那 末 这 
圆 的 方 穆 的 系数 也 是 正中 琢 .但是 方程 的 系数 是 到 中 数 的 两 圆 
或 - 圆 - -直线 , 它们 交点 的 坐标 一 般 含有 至 中 数 的 平方 根 ， 所 以 
本- 定 是 了 中 数 . 于 是 假如 数 x 能够 作出 ， 也 就 是 说 ，% 是 方程 
的 系数 为 互 中 数 的 菜 些 直线 及 贺 的 交点 , 那 求 2 能够 用 五 中 数 的 
有 理 运算 及 平方 根 号 表示 ， 反 过 来 显然 也 成 立 ， 这 是 因为 我 们 根 
据 1:5 一 和 2 可 以 作弄 已 知 数 & 的 平方 根 5 一 人 a 。 于 是 我 们 有 

定理 1 数 “ 能 够 用 辕 规 与 直 尺 作出 的 必要 充分 条 性 是 ， 它 
能 够 用 闷 中 数 的 有 理 运 算 及 平方 根 号 表示 . 

现在 我 们 要 进一步 间 , 怎样 的 数 才能 够 用 了 中 数 的 有 理 运 算 
及 平方 根来 表 出 ?我 们 又 如 何 来 判别 ? 
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假如 数 z 能 够 用 下 中 数 的 有 埋 运 算 及 平方 根 表 示 , 那 末 它 就 
在 陆续 举 加 平方 根 于 下 形成 的 可 换 体 中 .加 56.4 中 所 讨论 的 一 
样 ,这 体 可 以 册 用 平方 根来 扩张 使 它 成 为 也 的 正 现 体 外 ， 即 

EE=F, DFn_i DO" OFo—F, 
这 里 五 ,大 Yi 中 纯 密 项 式 开 一 的 分 覃 体 ， 因 为 (一 2 
根据 4.4 定理 4, 我们 有 
CR = Fn a) RE) 一 号 于， 
反 过 来 :假如 2 在 五 的 正规 体 豆 中 ,并 且 ( 瑟 :本 一 加, 那 末 玉 关 
于 所 的 各 罗 环 群 G 的 元 数 是 2"， 因 此 由 $5.83 定 青 8, G 是 可 解 
群 .。 我 们 知道 有 穷 群 育 合成 群 烈 ， 元 数 是 Pr" 的 群 只 有 由 一 工时 才 
是 单 群 ,因此 人 驴 有 次 群 的 元 数 都 是 2 的 合成 群 列 
EK- OFn DD OFo=F, 

这 时 (二 :Fi 一 2， 所 以 «能 够 用 刻 中 数 的 有 理 运 算 及 平方 祖 吉 
出 .因此 我 们 有 

定理 2 数 z 能 够 用 圆规 与 直 尺 作出 的 必要 充分 条 件 是 它 在 
关于 如 次 数 淄 2” 的 正规 体 中 . 

下 曾 我 们 米 讨 论 三 个 古典 的 初等 几何 作 图 问题 ， 以 作 征 束 . 

首先 痰 豆 的 求 积 疝 题 ， 假 如 我 们 也 加 的 半径 为 1， 那 未 求 作 
与 圆 的 面积 杠 等 的 正方 形 就 是 求 作 ,但 wx 是 丰 越 数 "显然 不 能 
用 有 理 数 及 有 理 数 的 平方 根 表 示 ， 天 此 它 不 能 用 圆规 与 直 尺 作 
出 ， 

其 次 谈 立 方 倍 积 问 题 ， 候 如 我 们 取 立 方 体 的 一 边 长 作为 二 
那 末 要 作 的 数 2 应 适合 条 件 2 一 2 一 0， 这 多 项 式 的 零点 不 是 有 理 
数 . 如 时 命 a 是 它 的 零点 , 那 末 {@o) : 旨 一 3. 所 以 a 不 在 有 理 数 
体 昌 的 2” 次 扩张 体 中 ,因此 zx 不 能 够 用 回 规 与 走 凡 作出 . 

最 后 谈 尾 意 角 三 等 分 问题 ， 候 站 <# 是 任意 角 , # 是 所 求 衣 ,天 
为 t= 二 89， 由 三 角 公 式 ,得 
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第 六 误 怖 时 此 型 论 


engz 一 09 30 一 二 co09 3 — 3c098, 


命 coga 一 襄 ， 008 如 一 总 那 来 人 所 适合 前 条 御 是 


即 


4 一 3 一 4 一 吕 ， 


如 果 取 = 一 名- 联 末 8=4 俱 呈 一 8 一 1 一 0 没有 有 理 数 的 零点 ， 
假如 把 它 的 零点 添加 于 有 理 数 体 总 得 到 的 体 是 兵 ， 那 末 《〈 玫 :网 ) 
一 3 所 以 < 不 能 用 图 规 与 直 尺 作出 因此 也 不 能 够 用 圆规 与 直 
尺 作出 . 


[3) 


[4] 
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第 七 章 
环 论 


环 枸 道 的 研究 可 以 说 是 从 本 志 纪 初 1908 年 魏 竺 邦 关 于 有 穷 
次 代数 构造 的 藻 名 论文 了 了 开始， 经 过 一 个 较 长 时 间 , 进展 不 大 ; 到 
了 三 十 年 代 歼 特 孝 定理 才 得 到 推广 ，1937 年 阿 丁 提 册 了 用 极 小 条 
件 来 区 别 环 - 阿 十 把 殉 特 邦 定理 推广 到 泣 足 极 小 条 件 的 环 ， 基 
本 上 解决 了 满 是 极 小 条 件 环 的 构造 问题 ， 因 此 满足 极 小 条 件 的 环 
叫做 阿 丁 环 ， 在 四 十 年 代 开始 研究 不 满足 极 小 条 件 的 环 . 1945 年 
页 柯 支 进 创造 根基 理论 ， 把 犁 特 邦 定理 进一步 推广 到 本 满足 根 小 
茶 件 的 环 中 , 建 六 了 ~- 般 环 的 构造 理论 , 在 五 十 年 代 提 出 了 各 种 不 
闻 的 根基 理论 汪 , 互 有 乱 长 ， 但 一 般 仍 以 蔷 柯 勃 逊 理论 为 主 . 

日 前 介绍 环 构 个 省 籍 为 数 不 少 ， 其 中 内 和 容 主 富 涉 及 曾 叉 广 的 
要 以 1956 年 栅 柯 擂 如 所 苞 环 构造 为 最 ， 只 是 起 点 较 高 , 初 和 堂 奴 
以 领会 ， 此 和 外， 1969 千 卡 小 伦 斯 目的 体 上 与 环 ”也 是 一 本 好 - 书 ， 内 
稼 新 颖 ,论证 严明 ,可 供 参 敢 ， 

这 章 主要 讨论 坏 的 构造 ,分 了 节 , 前 生 节 讨论 满足 极 小 条 件 环 
网 构造 ,后 三 节 报 措 归 条 动 时 根基 , 讨论 一 般 坏 的 构造 . 


§7.] 极 小 条 华 


1927 年 阿 丁 把 1908 年 魏 特 邦 的 有 穷 次 代数 构造 定理 推广 到 
满足 极 小 条 件 的 环 , 这 些 定理 叫做 瑶 特 邦 - 阿 于 定理 .这 音 前 四 节 


人 人 
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主要 是 介绍 这 些 定理 . 为 了 叙述 方便 , 今后 两 节 先 介绍 基本 概念 
及 性 质 , 以 备 引用 . 
假定 召 是 环 ,如果 它 的 任意 左 理 想 子 环 列 
局 是 呈 的 左 理想 子 环 ， 
内 有 有 穷 项 , 也 就 基 说 ,对 于 任意 合 无 穷 项 的 左 理想 子 环 族 
Lai 
必定 有 一 个 正 整 数 芭 存在 , 自 吕 项 后 的 所 有 左 理想 子 环 都 相等 , 即 
了 mw 一 一 
那 末 召 叫 做 满足 ( 左 理 起 子 环 ) 降 链条 件 ， 

假如 吾 是 误 足 降 链 条 件 的 环 ， 那 末 在 它 的 任意 左 理 想 子 环 的 
集合 中 ,有 不 包含 这 和 集合 中 其 他 左 理想 子 环 的 左 理 想 子 环 , 也 就 是 
说 ， 任 意 堪 理想 子 环 集 合 包含 极 小 左 理 舟 子 苹 ， 这 是 因为 ， 假 如 
二 是 这 和 集合 中 左 理 组 子 环 ， 如 果 它 不 是 极 小 左 理想 子 环 ， 那 术 这 
集中 有 包含 于 产 的 左 理想 子 环 J.s, 于 是 我 们 有 五 二 Ta、 如 果 工 4 
又 不 是 极 小 赤 理 想 子 环 , 我 们 又 有 已 二 Pa 二 了 as, 这 样 继续 下 去 ,我 
们 就 得 到 闫 理想 子 环 列 

LO DIOL DI, 
因为 它 只 能 有 有 穷 项 ， 所 以 最 后 的 Lm 访 不 包 作 这 集中 其 他 左 理 
想 子 环 , 因 此 Lm 就 是 极 小 万 :理想 于 环 ， 一 个 环 琶 ， 如 果 它 的 任意 
堪 理 想 子 环 集 都 有 极 小 理想 子 环 , 我 们 就 说 请 满 足 { 左 理想 子 环 } 
极 小 条 件 . 因此 , 一 个 环 如 果 满 足 降 链条 件 , 它 出 满足 极 小 条 件 . 
友 过 来 , 如果 环 满足 极 小 条 件 , 显然 它 也 满足 隆 链条 性 。 极 小 条 性 
是 降 链条 件 的 努 一 表达 形式 、 

璧 如 有 穷 环 显然 是 满足 极 小 条 性 的 环 ， 再 因为 体 只 有 两 个 左 
理想 子 环 , 所 以 体 也 是 满足 极 小 条 忻 的 环 ， 叉 假如 有 妇 是 可 换 柱 瑟 
上 的 代数 ,因为 4 的 左 理想 于 环 工 是 加 的 子 空间 ,并且 当世 恬 荆 
时 ,上 的 维 数 太 于 ;的 维 数 , 所 以 4 满足 极 小 条 件 。 但 雍 数 环 不 
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满足 极 小 条 件 , 因为 

Cm DD Om) 了 13390307 De 
就 是 含 无 穷 项 的 理想 子 环 询 ， 同样 , 主 至 想 子 环 环 以 及 窗 项 式 环 
都 不 满足 极 小 条 件 ,所 以 极 小 条 性 是 一 个 很 强 的 条 件 ,就 是 最 普通 
的 环 有 的 也 不 满足 这 茶 件 ， 

满足 骸 小 条 和 件 的 环 咏 假 如 看 成 空间 , 那 末 这 空间 的 维 数 是 
有 穷 的 ,这 维 数 又 常常 叫做 如 的 长 . 

下 面 我 们 介绍 几 个 基本 性 质 . 

我 们 知道 ， 仍 如 年 县 = 瑟 十 … 十 Rm， 如 打 对 满足 极 小 条 件 ， 
因为 RE; 的 在 理想 子 环 也 是 吾 章 左 理想 子 环 , 所 以 号 :也 满足 极 小 
条 件 ， 反 过 来 也 基本 成 立 ， 

定理 1 很 定 记 是 有 单位 元 的 环 ， 卫 = 及 十 … 十 如 ， 如 果子 
环 如，…， 吾 , 都 满足 铀 小 条 件 , 那 末 吾 也 油 足 极 小 条 件 . 

证 明 ”假定 {I 是 BR 的 任意 左 理想 于 环 集合 ， 根 据 35.4 定 
理 引 ,我 们 有 


Li=iate te Ly=fB,, 
因为 {Zi} 是 BB 的 在 盟 想 子 环 集合 ,由 极 小 条 忻 , 它 有 极 小 理想 子 
环 J4， 命 {下 中 所 有 与 及 的 交集 是 到 的 在 理想 子 环 是 {Li}, 因 
为 {如 站 民 } 是 二 的 左 娃 想 子 环 ， 又 由 极 小 条 件 ， 它 有 棋 小 去 理 
想 子 环 蕊 ， 再 命 { 琴 } 中 所 有 与 生前 交集 是 下 的 是 艺人， 这 
样 炙 续 下 去 ， 县 后 檬 如 {中 中 所 有 与 如 的 交集 是 瞩 -i 的 是 
{4 站, 它 的 和 极 小 左 球 想 子 环 是 .于 是 
十 

就 是 亿 二 的 极 小 左 理想 子 环 ， 这 是 困 为 ， 如果 人 {qy 中 有 天 “了 ”， 
那 未 


一 
于 是 LY， 显然 其 中 必 有 项, 这 与 蕊 是 {2 站 4} 
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的 极 小 左 理想 子 环 的 很 设 不 合 . 因此 天 是 {IZ} 的 极 小 生理 想 子 
环 , 所 以 定理 成 立 . 
定理 8% 假定 环 召 满足 家 小 条 件 ， 那 永 同 余 环 下 = 羽 一 六 也 
满足 被 小 条 件 , 这 就 是 说 ,满足 极 小 条 件 包 的 问 态 象 也 是 满足 极 小 


条 件 的 环 . 
证 明 ” 概 定 A nn A 


是 同 余 环 开 的 任意 丰 理 候 了 于 环 询 ,因为 ~ 且 , 所 以 访 在 五 的 完 
全 象 源 工 吓 忆 的 左 理想 了 环 ,因此 


十 是 
Tm = Lm = 

这 就 是 说 , 下 满足 极 小 条 件 , 所 以 定理 成 立 ， 

定理 3 假定 环 召 有 单位 元 ,并且 满足 极 小 条 件 ， 那 末 及 的 
有 穷 维 空间 也 福 足 极 小 条 件 : 

证 明 假定 大 = Rev: 十 … 十 He 我们 容易 得 知 +->rw, 是 忆 看 
成 如 空间 时 射 到 召 空 间 Re 上 上 的 同 态 , 因此 R~ Ros， 因为 甩 消 
足 机 小 条 件 ， 由 定理 2，Rau 也 满足 极 小 条 件 ， 再 由 定 址 工 得 知 上 
满足 极 小 条 件 , 所 以 定理 成 立 ， 

特别 ,假如 及 是 体 , 那 木 全 第 阵 环 ,满足 极 小 条 件 ， 

在 满足 极 小 条 件 的 环 中 具备 很 多 重要 的 性 质 . 

我 们 知道 ,元 数 是 有 穷 前 无 零 因 子 环 是 体 (83. 人 2， 一 般 我 们 


定理 和 4 满足 极 小 条 件 的 无 零 因子 环 是 体 . 
证 明 假定 是 是 满足 极 小 条 件 的 元 和 零 因 村 环 , & 是 中 中 非 零 
元 ,对 于 左 理想 子 环 列 
Ra Re DDO, 
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所 所 覃 小 条 件 , 布 整数 ， 存在 ,使 Re"= Ron 因此 627 一 eami1, 但 
wD 所 以 oc2 二 3, 由 和 3.2 定理 3, 于 是 吾 是 居 ， 所 以 定理 成 立 . 

我 们 知道 ,在 可 搁 环 中 质 理 想 于 环 不 一 定 是 极 大 理想 于 环 , 但 
企 满足 极 小 条 件 环 中 却 是 如 此 , 即 

定理 5 在 溜 足 极 小 条 件 的 可 换 环 中 ， 质 理想 子 环 是 极 大 埋 
想 子 环 . 

证 明 禽 定 了 是 满足 极 小 条 件 环 请 的 质 理想 于 环 , 那 未 RR 一 后 
大 无 零 因 子 奸 ， 又 因为 及 一 了 满足 极 小 茶 件 ， 由 上 定 地 ,一 卫 基 
体 ,因此 了 是 航天 理想 耻 环 .于 是 定 理 成 立 . 

在 上 下面 的 讨论 中 ,假如 把 左 理想 子 环 换 成 右 理想 子 环 , 我们 就 
得 到 满 趾 右 理想 杆 环 极 小 条 件 的 类 似 理 论 。 但 要 注意 的 是 ， 辣 一 
个 凌 ， 它 满足 左 埋 仍 语 坏 的 极 小 条 件 不 一 定 就 满足 石 理 根子 于 的 
极 小 条 件 ， 警 如 , 假定 44 其 基 础 体 为 有 理 数 体 岛 ， 底 元 为 6， 4 的 
代数 , 凤 


盖 Qe 二 ao， 
其 中 Ct, 0, 6 一 下 96 一 站 ， 
因为 -的 让 理 想 子 环 革 二 的 子 空间 ,所 以 它 浇 足 左 理 乌 子 环 的 极 
小 条 件 . 很 如 tw 是 妇 中 所 有 整数 m 的 倍数 形成 的 加 群 , 因为 4 
让 全 总 匹 右 靖 (ozie 肯 蛾 为 零 ， 所 以 Cn 8 是 4 的 右 理 想 于 环 , 寺 
此 总 隐 丘 埋 担 子 导 列 
(hea OD Om 


会 有 无 究 硕 .地 以 志 不 满足 右 理 想 于 环 的 极 小 条 件 . 


习 题 7.1 


1 她 宣 二 是 环 吾 室 间 ， 波 评 星 中 所 肖 适 会 一 0 前 元 形成 吾 允 班 


2 朗 之 下 是 环 下 的 既 约 空间 ,z 是 此 中 任意 元 , 试 证 Rx 下 三 总 :=0, 


En rR re 
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3， 概 定 下 是 空间， 并且 人 中 人 在意 和 非 零 元 不 能 够 被 旦 中 所 有 并 雷 化 ， 
如 上 淋 是 它 的 既 约 子 空间 让， … ,Fm 的 直 和 各， 局 时 又 是 晓 约 子 室 间 Wy 
谋 。 的 直 和 , 即 下 二 天 十 十 Fo 一 柬 :十 二 一, 那 来 他 一 中 

4. 很 如 咏 不 满足 极 小 条 件 , 全 拭 阵 环 BB 是否 世 不 满足 极 小 条 件 ? 


$ 7.2 和 轿 零 理想 于 于 


从 53.7 我 们 知道 ,假定 天 是 环 吾 的 左 理想 子 环 ,如 果 其 中 任 
意 元 都 是 历 零 元 , 就 叫 工 做 曙 零 元 左 理想 子 坏 , 如 果 荆 的 茶 习 以 
是 零 理 想 子 环 , 即 有 某 正 台数 症 存在 ,使 

LL"=0, 
那 未 工 叫 做客 零 左 理想 子 环 ,显然 , 项 零 下 理想 子 环 是 嗓 淮 元 左 
理想 子 环 ,但 竹 零 元 左 理 轧 广 卫 不 一 定 起 蜂 零 左 理想 子 环 ,因为 象 
于 面 那样 的 正 束 数 闫 不 一 定 存 在 ， 

在 可 换 环 中 ,两 个 敬老 元 的 和 仍然 是 入 堆 元 在 一 般 环 中 这 
性 质 不 成 立 ， 即 两 个 里 零 元 左 理想 子 环 的 和 不 一 定 是 医 零 元 左 理 
想 子 环 、 但 对 丁酉 零 左 丈 想 了 于 环 , 我 们 有 

定理 1 假 岩 ,Ls 是 环 此 的 冠 零 左 理想 子 环 , 那 示 它们 的 
和 (i、 上 3) 也 是 号 的 医 零 左 理想 子 环 . 

证 明 所 人 定 


TU Le=0, 
根据 结合 律 及 分 配 律 ， 我 们 把 五 , 天 的 和 和， 产 ) 的 ?Ra 十 za 一 革 
乘 守 (7 Zai ?展开 ,就 成 为 每 项 全 有 i 十 14s 一 1 个 因子 的 
展开 式 . 在 这 展开 式 的 任意 一 项 中 ,如 果 含 工 的 个 数 小 于 ma 那 
术 它 含 Ls 的 个 数 就 不 小 于 mis、 因 为 五 ,Ts 邦 是 总 的 左 理想 子 
环 , 当 它 含 五 的 个 数 不 小 于 ri 时 ,我 们 就 有 
0 
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当 它 合 za 的 个 数 不 小 于 zs 时 ， 我 们 有 
四 
这 就 是 说 , 展开 起 中 任意 项 都 是 零 理 想 子 环 ， 所 以 (Lo) 11 
一 0, 于 是 定理 成 立 。 

显然 ,有 穷 个 朝 零 左 理想 子 环 的 和 仍然 是 者 零 堪 理想 子 环 , 但 
无 穷 个 竺 等 左 理 想 子 环 的 和 一 般 只 能 是 宪 零 元 左 理想 子 环 而 不 是 
竹 零 堪 理 想 子 证. 这 是 因为 ， 假 如 台 是 无 穷 个 恬 云 在 理想 子 环 的 
和 工 中 尾音 元 , 根据 定义 ， 我们 得 知 4 是 某 有 穷 个 戎 零 左 理想 子 
环 的 种 中 苑 ,因此 4 是 里 零 元 , 但 这 些 乘 笑 不 一 定 有 最 大 数 , 所 以 
了 不 是 笑 零 左 理想 子 环 . 

在 什么 条 件 下 树 零 元 左 理想 子 环 又 是 震 霍 左 理 想 子 环 y 1939 
年 雷 布 金 斯 4C. Hopkins) 给 出 了 一 个 充分 条 侍 ， 在 满足 极 小 条 件 
环 中 ， 轿 零 元 左 理想 半 环 又 杆 寞 零 左 理 起 子 环 中 ，1942 年 布 劳 尔 
(BR. Brauer, 1901~) 提出 了 J 了 下面 要 求 更 强 的 定理 ， 引 用 这 定 摊 
我 们 立即 推 得 霍 布 金 斯 定理 . 

定理 2 假定 吾 晨 满足 极 小 条 件 环 ， 工 是 五 的 左 理想 子 环 ， 
如 果 工 不 是 释 零 左 理想 子 环 ,， 那 末了 中 有 篆 等 元 , 因此 三 不 是 震 
零 元 左 理想 子 环 . 

证 明 我 们 先 在 工 中 找 出 一 个 适当 的 非 替 零 元 . 

因为 琶 满 是 极 小 条 人 忻 ， 所 雇工 中 所 有 呈 R 的 非 帘 零 左 理想 子 
环 集 含有 极 小 左 理想 杆 环 ,假定 六 是 这 极 小 左 理想 子 环 ， 因 为 
I 忆 ;并且 上 义 是 工 中 旦 的 非 客 零 在 理想 子 环 , 所 内 一 五 . 
再 五 中 所 有 满足 瑟瑟 和 0 的 吾 的 堪 理 想 子 环 天 的 集合 , 由 极 小 
条 人 忻 , 它 世 有 极 小 碟 理想 于 环 Za 因此 L209， 于 是 在 La 中 有 
元 上 使 

LD 
又 因为 Zu 是 五 中 吾 的 在 理想 子 环 , 并 且 Pu 一 了 LE 天 和 


i rb 


272 策 二 车 环 论 
所 以 Lm 一 因此 在 中 有 洪 足 
Et 一 包 
的 元 6。， 于 是 对 于 任意 正 整 数 n， 我 们 有 ew 一 4， 因 为 uw#0， 所 
以 < 不 是 扫 零 元 ， 这 肛 是 说 , 1 中 有 非 基 和 零 元 6. 

再 我 们 引用 这 非 害 零 元 e 来 求知 等 元 . 

我 们 管 易 知 道 , 六 中 所 有 满足 zi 一 9 的 元 形成 召 的 左 理想 
子 环 上 ,二 六 gt 二 ew， 邮 i 一 和 = 全， 所 以 可 一 gE 和 MB， 及 因为 
Tt*0, 所 以 三 往 4, 但 荆 是 叱 的 非 蜂 零 极 小 左 理想 耳环 , 因此 
六 蚌 帘 零 夺 理 想 于 环 .， 于 是 四 一 e 一 是 莉 零 元 ， 我 们 命名 一 0, 如 
果 w% 一 1, 那 末 E~e, 即 。 是 轿 等 元 ， 所 以 这 时 定理 成 立 , 如 果 条 关 
工 , 命 

BL 一 必 一 4 十 起 
由 计算 我 们 和 登 易 得 知 
时 一 人 十 4 在 一 32， 著 三 一 所 一 4 一 让 2 . 
因此 时 一 @ = 一石 又 是 医 零 元: 市 奈 一 0 显然 m%>m， 如 果 呈 一 二, 那 
末 色 一 所 部 乌 是 寡 等 元 ， 所 以 这 时 和 定理 成 立 . 如果 江天 1, 命 
6 一 所 一 2 和 十 t， 一 一 Bo， 
重复 引用 上 面 方法 ,我 们 就 得 到 界 零 元 列 # 五, 可 …， 因为 它们 的 
乘 医 m> 和 9 所 以 最 后 得 im 一 二 于 是 吉 一 的 一 上 =0， 即 
ex 是 释 等 元 因此 定理 成 立 ， 

于 是 在 满足 极 小 条 和 忻 的 坏 中 ， 餐 零 元 左 理 想 子 环 是 害 稚 左 理 
想 子 环 ， 因 此 在 满足 极 小 条 御前 环 中 ， 所 有 和 因 零 左 理想 子 环 的 和 
仍然 是 祖 塞 左 理想 子 环 . 这 最 大 的 等 零 左 理想 子 环 在 讨论 环 的 构 
造 时 起 还 重大 的 作用 ,因此 我 们 有 

定义 ”假定 五 是 满足 极 小 条 人 御 的 坏 , 那 末 召 中 所 有 车 零 左 理 
想 子 环 的 和 是 有 中 最 大 顺 零 左 理想 子 环 , 叫做 及 的 根基 . 

要 注意 的 是 ， 满 足 板 小 条 人 忻 环 严 前 根基 六 中 元 都 是 罕 零 元 ， 
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但 五 的 军 零 元 不 一 定 痢 大 六 中 ， 艾 如 全 抵 阵 环 好 的 根基 是 至 
舍 7.3 定 理 力 , 俱 ( 0 六) (人 9) 部 是 宕 堆 元 . 假如 及 是 可 换 环 ， 
4 是 且 的 知 零 元 , 那 未 ra, mrE 吾 也 是 蹇 零 元 , 因此 由 “生成 的 理 
想 子 环 是 等 零 理想 子 环 ,所 以 4E， 于 是 困 是 及 中 所 有 短 零 元 
形成 的 理想 子 环 . 

定理 8 ”假定 吾 是 满足 极 小 条 件 前 环 , W 是 它 的 根基 , 那 未 召 
中 元 aE 的 必要 充分 条 件 是 ，a 及 wa 都 是 寨 零 元 这 里 是 刀 
中 任意 元 . 

证 明 因为 a 及 所 有 的 74 形成 及 的 左 理想 子 环 和 如果 
及 ra 都 是 宕 零 元 ， 那 末 工 是 等 零 元 理想 子 环 ， 所 以 工 三 让， 因此 
ae N， 反 过 来 ， 假如 #EN， 那 木 +4€ 困 , 因此 4 及 ra 都 是 宕 过 
元 ,于 是 定 健 成 这. 

下 面 是 根基 的 黄 个 上 本 性 质 . 

定理 4 环 且 的 根基 太 是 五 的 第 堆 理 息 子 环 , 它 肥 包 含情 
的 所 有 和 宕 等 不 理想 子 环 ,也 包含 尽 的 所 有 党 零 右 理想 子 环 . 

证 明 假定 素 是 如 的 守 零 有 理想 子 环 ， 同 定理 芋 的 证 明 一 
样 , 我们 容易 证 明 RE 是 姜 的 知 堆 理想 子 环 , 因此 它们 的 和 (K， 
RK ) 也 是 五 的 雷 零 理想 子 环 , 于 是 (XK, RK)SN, 所 以 KN, 
这 就 是 说 , W 包含 玉 的 所 有 知 零 右 理想 子 环 ， 

再 因为 访 是 五 的 军 夫 在 理想 子 环 ,我 们 可 以 同样 证 明 广 是 
及 的 塞 鹤 理 根子 环 , 因此 和 REN, 这 就 是 说 ,R 是 吾 的 理想 子 环 。 
所 以 定理 成 立 ， 

我 们 知道 ， 在 满足 左 理 起子 环 极 小 条 件 的 环 中 ， 任 意 短 夫 元 
左 理想 子 环 是 宕 零 左 理想 子 环 ， 在 满足 右 理想 子 环 极 小 条 件 的 环 
中 ， 任 意 宕 零 元 有 理想 子 环 当然 是 宕 零 右 理想 子 环 . 因此 一 个 环 
,如 果 潢 足 左 理想 子 环 的 极 小 条 件 , 但 不 满足 右 理想 子 环 的 极 小 
条 件 ， 那 末 它 的 最 大 寡 零 左 理想 子 环 只 包含 玉 的 所 有 短 零 元 左 理 
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想 子 环 , 不 包 食 吾 的 所 有 篆 零 元 右 理 配子 环 . 如 果 召 既 满足 左 理 
想 子 环 的 极 小 条 侍 , 又 满足 右 理 想 子 环 的 极 小 条 性 , 那 未 它 的 最 天 
告 零 左 理想 子 环 包含 只 的 所 有 蜀 零 元 左 理 想 子 环 ,也 包含 斑 的 所 
有 适 零 元 右 理想 于 环 ， 因 此 瑟 的 最 大 嘿 零 左 理 想 子 环 与 最 大 老 
零 右 理想 子 环 是 一 许 的 . 

一 个 满足 极 小 条 件 的 环 ， 邵 果 它 的 根基 是 零 ， 就 出 做 半 单 纯 
环 ; 如 杂 它 的 根基 是 自身 , 就 叫做 根基 环 .显然 医 零 环 是 根基 环 , 当 
然 ,根基 环 也 是 噶 零 环 ， 因为 单位 元 不 是 寡 零 元 ,所 以 有 单位 元 的 
环 不 是 根基 环 . 

定理 5 ”假定 站 是 环 吾 的 根基 , 那 林 尺 = 五 ~ 浆 的 根基 是 零 ， 
也 就 是 说 , 若是 半 单 纯 环 . 

证 明 因为 五 满足 极 小 条 件 ， 由 3537.1 定理 2, 总 也 满足 极 
小 条 件 。 青 假定 工 是 证 的 紧 堆 左 理 起子 环 ，L"* 一 D0, 工 是 工 在 及 
的 完全 象 源 , 那 末 "二 04N), 即 2"EN, 但 入 是 耳 的 曙 堆 理想 
于 坏 , 和 * 一 0, 于 是 一 0, 因此 艺 荐 召 的 宪 零 左 理想 子 环 ,所 以 
了 工 居 普 、 于 是 也 =0, 这 就 是 说 , 召 中 只 有 零 理 想 子 环 大 等 零 大 理想 
子 环 , 因此 豆 的 根基 是 零 , 所 以 下 是 半 单 纯 环 ,于 是 定理 成 立 ， 


习 题 ?7.2 
1， 试 求 3 次 代数 才 二 ifiitzt Fy 的 根基 , 4 的 非法 天 是 


Hl ty Wa 


WL WH QO ws 
?9 D0 wa 0 
Wy D0 wa D0 
3. 试 证 同 余 玉芝 -- 《的 很 基 是 地 的 必要 充分 条 人 忻 为 ;za 不 能 用 质数 
的 平方 整除 . 
3， 试 证 报 若是 零 前 环 , 它 的 中 心 的 根基 也 是 党. 
3. 在 和 在意 环 中 , 住 意 千 雪 左 里 想 子 环 能 够 恢 人 入 塞 零 理 起 于 环 . 
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， 假 如 互 是 环 吾 的 棚 小 左 开 神子 坏 ， 斌 证 太一 0 或 = Re, 这 里 # 是 


Ea| 
特 
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$7.3 半 单 第 环 


有 了 上 面 两 节 , 我们 就 容易 把 魏 特 邦 定 至 推广 ,这 节 我 们 讨论 
半 单 纯 环 的 构 洁 . 

下 面 先 讨论 半音 纯 环 的 左 理想 子 环 及 理想 子 环 ,我 们 知道 ， 
假如 e 是 环 召 中 任意 元 , 那 末 总 是 吾 的 左 理想 子 环 . 当 如 是 半 
单纯 环 时 , 它 的 道 也 基本 成 立 , 即 

定理 i 半 单 纯 环 吾 的 任意 非 零 左 理想 子 环 工 含有 法 等 元 
6, 并 有 昌 工 = Be, 

证 明 ”首先 困 为 R 的 根基 是 零 ， 所 以 二 不 是 乔 零 ， 由 $Y.2 
定理 2, 革 含有 和 因 等 所 

再 工 中 所 有 瘤 足 好 一 0 的 元 2 形成 及 的 左 理想 子 环 , 我 们 用 
工 。 表示. 因为 工 中 攻 等 元 可 能 不 只 -个 , 因此 所 有 这 样 的 左 理 想 
子 环 也 可 能 不 只 -一 休 . 但 号 满足 极 小 条 件 , 所 以 所有 这 样 的 左 理 
是 子 环 集 合肥 概 小 在 理想 子 环 . 我 们 假定 这 极 小 理想 子 环 是 上 。， 
也 就 是 说 , 上 曾 的 守 等 元 我 们 是 如 此 选择 的 ,假如 工 =0, 那 末 它 
合 有 和 春 等 元 所 ;显然 a6t 一 0. 傅 所 一 6 一 B81 十， 由 计算 我 们 容易 得 
知 , e'e' 一 e'，e'8 一 8 竹 0, 所 以 e' 才 0, 因此 se' 是 稳 等 记 ， 十 是 我 们 有 
左 理 想 子 环卫， 再 六 为 ee 一 e，ede 一 8: 关 0, 所 以 LeC LD 这 与 工 。 
是 被 小 的 假说 予 于 .于 是 了 工 一 0. 

假定 “是 工 中 任意 元 ,因为 (2 一 we)e 一 0, 所 以 zz 一 x8EL， 因 
号“=ze. 于 是 工 一 Le: 即 e 是 工 的 石 单位 元 ,又 因为 EeEEe 和 了， 
所 以 工 = Re， 因 此 定理 不 入 ， 

定理 半 单 绽 环卫 中 理想 子 环 入 一 Be 一 eR, 这 里 6 是 访 的 
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唯一 单位 元 . 

证 明 因为 访 也 是 及 前 左 理想 字 环 , 所 以 六 ~ Re. 再 交 中 
所 石 满足 ce=0 的 元 二 形成 总 的 三 理想 子 环 开 ,显然 好 e 一 弄 ， 
gM 一 J 于 是 对 一 开 e 丰 一 0， 因 孙 形 是 吾 的 算 零 右 理想 子 环 - 
但 吾 的 根基 是 零 ， 所 以 型 =0. 于 是 对 于 襄 中 和 任意 元 t+， 由 
ef 一 62] 一 0, 我 们 就 有 5 一 gt 一 0, 所 以 六 二 eN 一 eR. 因此 入 = Re 
一 8R, 8 是 六 的 单位 远 ， 因 为 单位 元 是 唯一 的 ,所 以 定理 成 立 . 

因为 环 上 自身 记 是 理想 疗 环 , 所 己 半 单纯 环 有 单位 元 . 

假如 是 淮 单 纯 环 ER 的 每 等 元 , 如果“ 在 吾 的 中 心 ， 那 未 8 
是 呈 的 理想 子 环 访 = Res 的 单位 元 ， 反 过 六 , 假如 e 是 召 的 
理想 子 环 fe 一 eB 的 单位 乒 , 如 果 宁 是 吾 中 任意 元 , 国 为 ez 一 8258 
一 426 一 02 所 以 e 在 睫 的 中 心 ， 这 就 是 说 ,及 的 舌 等 元 是 它 的 进 
想 子 环 的 单位 元 的 必要 充分 条 忻 是 它 在 吕 的 中 心 ， 

定理 3 半 单 纯 环 的 理想 子 环 基 半 单纯 环 . 

证 明 假定 刀 是 半 单 纯 环 是 中 理想 子 环 诅 =Re==# 有 R 的 左 理 
相 子 环 , 因 为 机 王 训 ,所 世上 =eL, 因此 RL= ReLENIESL, 所 以 
瑟 也 是 吾 的 六 理 轻 子 环 . 因为 五 满足 极 小 条 件 , 所 以 六 也 满足 极 
小 条 件 ， 六 因为 忆 中 没有 非 零 的 鹤 远 左 理 想 子 环 , 所 以 六 也 没有 
非 零 的 窜 零 左 理 想 子 环 ， 因 此 广 的 根基 是 零 ,十 是 定理 成 立 . 

定理 全 搬 定 太一 一 * 及 是 单纯 环 下 的 理想 子 环 , 那 末 浆 
是 吾 前 直 和 因子 , 即 


R=N+N', 
这 里 六 ' 基 好 的 弄 想 子 环 ,并 且 向 襄 唯一 桨 定 ， 
证 明 假定 工 是 卫 欧 着 位 元 ,是 如 中 任 部 元 , 因为 
"re+r(l—e), 
所 以 瑟 ==( 计 , 加), 这 里 从 ' 一 (1 一 9). 但 
N'R=R(1i—e) B= BRB. Rl—e)=R(U—d, 
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所 以 六 ' 是 呈 的 理想 子 环 . 中国 为 Ne 一 N,N'e=0, 所 以 入 NN'== 
0， 寺 是 五 是 理 租 于 环 访 ,NW' 的 直 和 , 即 再 一 殉 十 下 
再 假 涝 =", 6 是 访 "中 性 意 元 ， 
a—bte, PEN, ceEN, 
因为 和 "是 呈 的 理想 于 环 ， 所 忆 geEN"， 及 因为 te 一 6 十 8= 
be~=b, 所 以 5=0, 因 比 4o, 于 是 去" 三友. 同样 我 们 夏 去 笠 丰 
所 以 六 "一 NWN", 这 不 是 说 , 六" 是 由 友 唯一 决定 的 ， 于 是 定理 成 立 . 

现在 我 们 来 讨论 半 单 纯 环 的 构造 . 

我 们 知道 ， 一 个 妹 如 果 除 自身 及 截 理 退 子 环 外 没有 其 他 理 短 
子 环 ,就 叫 伐 单 纯 环 . 环 吾 的 理想 子 环 刀 果 交 是 单纯 坏 ， 就 叫 俐 
召 的 单纯 理想 子 环 . 下面 是 半 单 纯 环 的 构造 定理 ， 这 定理 又 鼎 魏 
特 邦 - 阿 丁 第 一 构造 定理 . 

定理 和 5 六 单纯 环 及 只 有 有 穷 个 单纯 理想 子 环 ， 呈 是 它 的 所 
有 单 儿 理想 子 环 的 直 和 , 并 且 BR 的 任意 理想 子 环 是 包 伺 在 它 时 而 
的 主 的 所 有 单纯 理想 子 环 的 直 和 和 . 

证 明 ”因为 吾 移 理 急 子 环 六 仍然 是 半 单 纯 环 ， 并 且 的 理 
想 子 环 又 是 吾 的 理想 子 环 , 因此 只 要 证 明定 理 的 前 半 段 ， 后 半 段 
就 是 显然 的 了 ， 

极 据 极 小 条 人 忻 我 们 容易 得 知 ， 吕 中 所 有 非 零 理想 子 环 集合 的 
极 小 理想 子 坏 基 及 的 音 纯 理想 村 帮 , 这 就 是 说 ， 吾 含有 单纯 理想 
子 坏 .假定 高! 是 品 的 单纯 理 起 子 环 ,出 定理 4, 我 们 有 

R=N +M, 
这 里 加 着 吾 的 理想 子 夺 如果 交 1 关 D 区 不 是 单纯 理想 子 环 ,于 
求 总 含有 且 的 单纯 理想 子 环 训 2， 于 是 我 们 有 如 :一 富士 六 as， 因 
此 


R=M + N+™. 
如果 天 0 又 不 是 互 的 单纯 理想 子 环 , 我 们 又 可 继续 分 解 ， 因 为 


a re i 
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如 满足 极 小 条 件 , 记 以 琶 的 理想 子 环 列 
REON I ND 


只 能 有 有 穷 项 ,因此 有 整数 % 存 在 , 使 训 =0， 于 是 
R= MT Nat tN,. 


这 就 是 说 , 品 是 % 个 单纯 理想 子 环 的 直 和 . 

假 怒 我 们 能 够 证 明 RR 的 任意 有 穷 个 单纯 理想 子 环 的 和 都 是 
直 和 , 那 束 豆 就 具有 个 单纯 理想 子 环 , 因此 B 就 是 它 的 所 有 单 
纯 理 想 子 环 的 直 和 , 定理 就 告 成 立 . 

假定 真一 Re 一 6 有 一 1 0， 是 吾 的 了 个 单纯 理想 子 
环 ， 因 为 各 介入 ，% 竺 j， 是 态 的 理想 学 环 ， 志 以 廊 们 训 一 0， 因 
此 和 Nj 一 0 了 于 是 5 和 =0, 

如 果 1 十 gw 一 0， mEN,, 

那 末 ets— m0. 
因此 ‘各 ，…, 交 几 中 任意 元 能 够 一 意 地 表 为 总 ,，…， Nw 中 元 的 
各 ,所 以 CI 一 站 十 … 十 可; 因此 定理 成 立 . 

于 是 半 单 纯 环 的 构造 由 它 的 所 有 单纯 理想 子 环 的 构造 一 意 决 
定 ， 因 此 半 单 纯 环 的 构造 问题 可 以 归结 为 单纯 环 的 构造 问题 了 . 
下 节 我 们 还 要 详细 讨论 单纯 环 的 构造 . 

假如 半 单 纯 环 如 是 它 的 一 个 单纯 理想 子 环 的 直 和 , 那 末 辟 中 
互 异 的 坚 想 子 环 避 只 有 多 个 - 

由 &3.6 定理 3， 我 们 得 知 碟 寡 零 前 可 换 单 纯 环 是 体 ， 因 此 由 
定理 5 我 们 即 得 下 面 的 德 狼 亭 得 民 . W. R.Dedekind, 1831~1916) 
定理 . 

定理 6 元 数 大 于 工 的 可 护 半 单纯 环 是 有 穷 个 可 换 体 的 直 
利 ， 

假定 了 0 是 满足 极 小 条 件 的 单纯 环 ， 疼 蚌 它 的 很 楚 ， 央 为 


尘 单 绅 环 279 
R? 是 也 航 理想 子 环 ,所 以 一 畏 或 天 =0。， 叉 因为 蚤 是 展 的 理 
查 子 环 , 并 后 是 得 堆 , 所 以 当 于 =R 时 , N=0; 当 B=0 时 , 入 = 
妊 ， 这 就 是 说 当 瑟 一 下 时 ， 吾 是 半 单 纯 环 ; 当 本 一 0 时 吾 是 根基 
球 , 即 非常 零 单纯 环 荐 半 单 纯 环 , 恬 零 单纯 环 是 根基 环 . 

下 面 是 定理 5 的 逆 . 

定理 7 假定 书 是 满足 极 小 条 件 的 单纯 环 加 ,…, BR,{ 记 区 0) 
的 查 和 , 即 吾 = 如 十 … 二 BR 那 末 吾 是 半 单 纯 环 . 

证 明 因为 豆 ¥0. 所 以 BR 又 是 半 单 纯 环 , 因此 它 有 单位 元 ， 
于 是 卫 也 有 单位 元 ， 根 据 假 设 五 满足 极 小 条 件 , 由 $7.1 定理 1 
我 们 得 知 , BR 也 满足 极 小 条 性 . 

再 盆 定 是 五 的 突 堆 车 理想 子 环 ,由 35.4 定理 5 我 们 有 
P= ht + LL Rn, 

因此 荆 基 Bi 的 军 汉 左 理想 耶 环 ， 伯 RB; 是 半 单 纯 环 , 所 以 天 一 0 

于 是 工 二 0, 这 就 是 说 及 的 根基 是 等 ， 于 是 刀 是 六 单纯 环 , 央 城 定 

理 得 证 . 

下 而 是 单纯 环 与 定理 4 类似 的 性 质 . 

筷 如 把 定理 4 中 召 改 为 单 纯 环 . 六 改 为 如 的 左 理想 子 环 , 定 
理 佣 然 威 立 , 这 时 站 ' 居 及 的 让 理想 子 环 . 但 不 一 定 是 贝 计 叭 一 
决定 欧 . 再 根据 定 埋 4 的 证 明 我 信 即 得 

定理 8 非 之 零 单 纯 环 是 有 穷 个 极 小 诺 理 想 子 环 的 站 和， 

要 注意 的 是 , 半 单 缠 环 分 解 为 单纯 理想 子 环 的 直 和 是 唯一 的 ， 
单纯 环 分 解 为 极 小 左 弄 想 子 环 的 直 和 和 不 是 唯一 的 . 但 它 的 直 和 冰 
子 射 个 数 基 一 致 钓 .这 是 因为 , 假如 把 看 成 号 空间 , 那 末 这 时 
它 的 直 和 因 闻 的 个 数 就 荐 它 的 维 数 , 因此 出 及 唯一 确定 。 警 如 全 
上 矩阵 环 @ 可 以 分 解 为 全 Ei 十 Qs， 也 可 以 盆 解 为 QaRi 十 Qa， 
即 


Qs = E+, d= Ei+QE:, 
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二 (9) 91) m-( 3. 


定理 9 非 竹 零 单纯 环 的 极 小 左 理 起子 环 相互 同 构 . 

证 骨 ”假定 入， Zs 是 单纯 环 吾 的 被 小 左 理想 子 环 ， 如 果 
也 72 一 0, 由 了 :一 瑟 Ta, 我 们 就 有 L350, 因此 R52R=0， 但 
厂 必 ,了 工 : 瑟 都 是 总 前 非 零 理 想 子 环 ,而 召 是 单纯 环 , 所 以 五 如 一 避 ， 
7 如 一 如、 于 是 RR 一 0, 这 与 我 们 的 候 设 不 合 ， 因 此 L200. 于 
是 在 呈 中 有 元 @ 使 .gzD, 但 工 ie 乓 话 而 5 是 极 小 直 遇 起子 
环 : 所 以 za 一 Fa， 显然 wa 是 五 射 到 了 ,上 的 同宗 (看 感情 空 
间 ), 因为 Lz 是 援 小 在 理 想 子 环 , 所 以 这 同人 驴 又 是 同 构 . 主 是 玉兰 
关 . 因 此 定理 成 立 ， 

定理 匠 ” 半 单纯 环 的 极 小 左 理想 子 环 如 遇 了 包含 在 同一 单纯 
理想 子 环 中 ,它们 就 问 构 ; 如 果 不 包含 在 问 一 单纯 理想 子 坏 中 , 它 
们 就 不 同 构 . 

证 明 假定 ja, ja 是 灶 单 纯 环 兰 的 极 小 左 理想 子 环 ， 如 果 
zi Lz 同 在 召 的 ~- 个 单纯 旦 想 子 环 中 ,由 上 面 定理 9, 太守 Lo 如 
果 五 ， Lz 分 别 丰 不同 的 单纯 理想 子 环 站 着 s 中 ,因为 加 ,Ns 是 
召 前 直 和 因子 , 所 应 NN2 一 0， 命 6 是 襄 i 的 单位 元 ,ei 人 一世， 
eH 一 0, 所 以 工 ， Ls 着 成 屋 空 间 时 不 同 构 ,因此 定理 成 立 ， 

要 注意 的 是 ,上面 的 同 构 都 是 滞 成 总 空间 时 的 同 梅 ， 而 不 是 
环 的 同 构 . 

定理 11 假定 把 是 任意 环 吾 的 左 理 想 子 环 ， 那 永 鼠 中 所 有 
与 工 同 态 {( 看 成 吕 空 间 ) 的 亦 理 想 子 环 的 和 是 吾 的 理想 子 环 . 

证 明 中 所 有 与 开间 态 的 左 理 起子 环 的 和 疼 亚 手 温 羡 的 
让 理想 子 环 . 假定 4& 基 五 中 任意 元 ; 王 是 问 中 与 工 同 态 的 任意 去 
理想 于 环 , 那 未 上 a 又 是 吕 的 左 理想 子 环 . 很 如 ortz' 是 了 与 如 
的 同 坊 ， 那 末 z 一 za 就 是 工 与 L'a 的 问 态 ， 所 以 上 ~La， 于 是 
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aE NN, 因此 入 吴 放 ,这 就 是 说 太 是 豆 的 理想 于 环 , 所 以 定理 得 
于 是 我 们 得 知 , 半 单 纯 环 五 假如 先 务 解 为 单纯 理想 子 坏 的 直 
各 ,性 把 各 个 单 统 理想 于 环 分 解 为 极 小 左 型 想 子 环 的 和 和 ,我们 就 得 
至 吓 分 解 为 极 小 谍 理 想 下 环 的 直 和 ， 假如 先 分 解 为 极 小 左 理想 
子 环 的 直 利 , 再 把 其 中 所 有 相互 辣 构 的 极 小 左 理想 子 环 合并 ,我 们 
就 得 到 总 分 解 为 单纯 理想 子 环 的 直 和 、 


习 题 7.3 


1， 兴 单纯 环 的 中心 昨 可 络 体 的 直 和 和 . 

2， 和 人 很 如 ce 是 坏 站 的 类 等 元, 如果 ee esea 一 9: 那 末 et， 86s 册 牧 正 奖 
圭 等 元 ， 一 个 桔 等 二 ， 媳 华 他 能 瑟 屿 区 个 正人 区 等 等 元 的 和 ， 就 叫做 本 原 歼 等 
元 , 试 证 半 单 纯 环 及 的 左 埋 想 亲 环 工 =He 是 极 小 的 必 训 充分 条 件 为 : 6 是 本 
有 不凡 等 元 - 

3， 试 证 羡 . 召 :是 全 完 阵 环 吾 。 的 极 小 诺 理想 子 环 ， 半 且 蕉 ;一 二 sm 十 
… 十 瑟瑟 an, 这 里 区 是 体 . 

4， 假 和 如 坏 呈 有 单位 元 ， 并 和 且 是 有 穿 个 极 小 左 理 柜子 耳 的 直 和 ， 进 末 恒 

站 单纯 环 ， 
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土 节 讨 论 了 半 单 纯 坏 的 构造 ， 这 节 讨 论 满足 极 小 条 忻 的 单纯 
环 的 构造 . 

我 们 知道 ， 假 站 单纯 坏 吓 关 0， 那 未 当 开关 0 时 , 吾 是 尘 单 纯 
环 , 当 于 一 0 时 , BR 是 根基 环 , 这 时 如 中 任意 两 元 的 于 积 部 是 零 . 
同 3.6 定理 一样, BR 的 元 数 是 质数 ,于 是 我们 有 

定理 1 单纯 环 琶 如 时 妨 =0, 那 末 它 是 根基 环 , 妃 的 元 数 是 
质数 ， 


en 
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下 面 蚌 非 硕 堆 单纯 环 的 构造 定理 ,这 定理 又 叫 向 下 特 邦 - 阿 丁 
第 二 构造 定理 , 这 节 主 要 是 证 明 这 定理 . 

定理 2 单纯 环 召 如 果 下 =#0, 即 五 是 非 瞻 零 单纯 环 , 那 末 琶 
与 金 矩阵 环 区 , 间 移 , 并 且 和 整数 站 基体 尺 ( 除 同 构 外 ) 由 五 一 意 决 
定 , 这 五 叫做 五 所 赂 体 . 

这 定理 就 是 说 琶 中 元 可 以 用 和 矩阵 米 表 示 ， 在 线 代 数 中 我 们 
曾 证 明 ， 问 量 空间 的 线性 变换 可 以 用 矩阵 表示 .我 们 这 里 与 它 类 
要, 证明 方法 基本 上 一 样 . 我 们 首先 襄 求 建立 一 个 体 百 的 有 穷 维 
问 量 空间 , 号 中 元 是 这 向 量 空间 的 线性 变换 ， 再 求 出 与 五 中 元 对 
应 的 矩阵 ,然后 根据 局 构 定 义 ， 证 明 召 与 这 些 矩 阵 形 成 前 全 征 阵 
环 同 构 ， 计 大 证 遇 洛 毕 . 下 面 我 们 就 是 根据 这 个 步 又 来 逐步 完成 
定 埋 的 证 明 . 

首先 我 们 来 建立 体 下 ,关于 这 我 们 有 

定理 3 假定 环 豆 (不 要 求 满足 向 小 条 件 ) 不 依 非 零 的 者 截 左 
堆 想 子 坏 ,。 是 瑟 的 里 等 7 才 ， 时 末 左 理想 子 环 工 = Re 是 极 小 左 理 
想 子 坏 的 必要 充分 条 垢 是 , eRe 是 体 . 

证 明 假定 上 = Re 是 及 的 极 小 左 理想 子 环 ,我们 来 证 明 eRe 
是 体 ， 容 易 知道 Be 是 环 ， 这 是 因为 ， 形状 象 ere, r EB, 的 元 的 
和 、 荆 、 积 仍然 是 这 样 形状 的 元 . 又 因 为 e 是 靶 等 泡 ， 所 以 e 是 
eRe 的 单位 2， 上 髓 假定 ere 天 0， 那 未 Rere 是 工 中 办 的 非 零 左 理 
想 子 环 ,因为 工 是 极 小 左 理 想 于 环 , 所 以 Rere 一 Re, 于 是 were 一 e 
中 如 就 是 ere 的 道 元 , 这 就 是 说 , eRe 中 任意 非 零 元 都 有 道 元 ， 因 
此 eRe 成 体 . 

反 过 来 . 很 如 eRe 是 体 ， 我 们 来 证 明 工 = Re 是 极 小 让 理想 子 
环 ,假定 上 #0 是 鞋 中 五 的 碟 理 想 子 环 , 如果 e 瑟 =0, 那 末 无 五 开 
一 0, 这 与 臣 中 不 会 非 零 的 宏 零 左 理想 子 环 的 假设 未 合 ,因此 
es 0. 于 是 sL' 是 体 “Be 的 非 零 左 理想 子 环 , 所 以 oeL' 一 sRe. 因 
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此 eEeLGEL', 所 以 
五 一 ReE RL'EL, 

于 是 工 一 了 ,这 就 是 说 , 工 是 晴 的 极 小 左 理想 子 环 ,因此 定理 成 江 . 

假如 把 上 定理 中 左 理 想 子 环 换 或 右 理 想 子 坏 ， 显 然 定 埋 仍 然 
成 立 . 这 就 是 说 ,假如 坏 呈 不合 非 零 的 宪 零 右 理想 子 环 , 那 未 于 二 
< 及 是 召 的 极 小 右 理 想 子 环 的 区 要 充分 条 件 是 : ss 成 体 . 因此 , 假 
如 环 忌 不 会 非 零 的 震 零 左 理想 子 环 ， 也 不 含 非 零 的 需 零 右 理 想 子 
环 , 如 困 Be 是 请 的 极 小 在 理想 子 环 , 那 末 8 就 是 五 的 极 小 右 理 
想 子 环 . 

这 样 ， 我 们 得 到 下 一 eRe,， 再 我 们 来 建立 区 的 有 穷 维 向 量 空 
河 ，。 

假定 五 是 单纯 环 , 工 = Re 蚌 BB 的 极 小 左 理 想 子 环 , 上 一 es， 
命 玉 = 号 ， 因 为 
EV -eRe-eRSGeR—F, 

所 以 六 十 体 天 空间， 下 面 我 们 来 讨论 六 的 维 数 ， 

假定 妇 , …, 贡 是 玉 中 关于 区 线性 无 关 的 元 ， 因为 ow 一 
友基 0， 所 以 Za4 关 0， 又 因为 了，Imis 着 成 R 空间 时 是 同 移 ， 所 以 
Fa 是 吾 的 概 小 左 理想 子 环 ， 假 如 我 们 能 够 证 明 i, …，Tw 的 
和 {Tau, ,ris 是 直 和 ， 闭 未 六 关于 友 的 维 数 就 不 大 于 五 的 
长 . 反 过 来 ,假如 关 士 乒 的 维 数 基 %w, 全 这 一 站 三 十 中 十 区 ,， 
因为 LV = ReB 基 玉 的 理想 子 环 ， 所 以 =F. 又 休 为 LK = 
RereRe 宇 ,而 上 KK 基 恒 的 左 理想 于 环 ; 所 以 LK 一 工 , 于 是 R= 
CH， Lt ,这 就 是 说 , 号 的 长 不 大 于 的 维 数 ， 因 此, 只 要 
我 们 能 瞬 证 明 {Z44,，…，Zww) 一 工 和 十 … 士 Za， 那 未 六 关于 大 的 
维 数 就 是 晴 的 长 了 . 

费 证 月 tm， …，Luw) 是 直 和 ,内 楼 证 明 

iti 二 ant EL 


mm Or 
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有, wen 二 0, 多 二 1，…, %， 我 们 用 上 扩 证 法 米 证 上 明 ， 人 假定 zi 不 完全 
痢 是 堆 , 璧 旭 ai0， 时 未 ECCws 上) ,因此 左 理 想 于 
环 (Lwz,，…，Lu,) 与 极 小 左 理想 村 环 Lew 的 交集 异 于 零 ,于 是 
an (Luss * ， 
因为 WE Pa， 所 以 我 们 有 
细 十 WW 十 一 十 扣 Wi 一 人 @ 扎 工 ， 

BL Ertl etyttz 二 Be CO 0. 
但 6, eat 都 是 有 中 元 而 8 关 U， 这 与 人 ，…， 加 关于 乓 线性 无 关 
的 假设 不 合 , 所 以 Pu …，Zat 的 和 是 直 和 . 

于 是 我 们 有 

定理 假 峙 届 是 非 赂 零 单 纯 环 , 它 的 长 是 四, 子 一 下 是 五 的 
极 小 左 理想 子 环 , 上 一 Re, 邦 林 广 =e 量 是 有 吕 维 下 向 征 空 间 ， 

由 上 扬 药 证 是 我 们 还 知道 ， 假 站 2 人 血 是 了 基于 五 的 
底 , 即 子 -- 瑟 国士 … 十 下 to 那 末 下 就 是 极 小 左 理 档 子 环 Lu …， 
了 的 站 利 ， 即 品 一 aa 十 十 了 

有 了 天 回 量 空 间 斑 , 或 纤 易 求 得 与 召 中 元 对 应 的 矩阵 了 ， 

假定 下 = 太 旭 十 … 十 情 W， 因 为 六 是 号 的 右 娃 根子 环 ， 所 以 
对 于 芋 中 元 a; 我 们 有 


Ud Eat 二 ann dj K, 


Hy | 艳 1 
因此 ( )*-( : -4 (1) a= (a), 
Tit A En 


即 对 于 元 @ 我 们 有 和 矩阵 4,， 问 样 对 于 五 中 元 5, 我 们 有 


1 1 
人 ja 人 (多 p= (hi 。 
Wn , i,, 
Wl 1 1 U1 
于 是 Cjers -ae 人 (人 oa 全 
En br n ‘tin 
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( ) f 人 | uy | 1 
; Jab=:l : k 五 一 | : br=Addsl : |, 
i l Hn } (i Tin 
Hr ti 1 Pe 
因此 arp ;一 to ( : 上 on : )-44 ; 1， 
in, Un tn en 


因为 妇 ，…， 多 关于 KK 线性 无 关 , 所 以 
.das 一 全 o 十 妇 ， 4 一 如 db， 

于 是 贞 射 ae->4a 是 召 射 到 玖 。 肉 的 同 态 . 根据 下 面 定理 5, 这 同 态 
是 丸 射 到 下 ,上 的 ,并 且 又 是 一 对 一 的 ， 所 以 这 同 态 是 间 构 ,这 就 
是 说 吾 与 下，, 同 构 . 

定理 贡 假定 加，…， vw 是 非 知 零 单纯 环 中 的 极 小 右 理 起子 
环 太 =e 有 R= 民 十 … 十 KKws 中 任意 m 个 元 , 那 玉 恒 中 有 一 且 内 有 
一 个 满足 


和， 
的 元 个， 
证 明 ”我 们 先 证 曲 了 的 唯一 性 ， 假 定 rir 5 一 1 交 
那 末 wr 一 "==0, 但 如 中 所 有 适合 
二 人 ， =1， 
也 就 是 使 Fez=0 章 元 1+ 撒 成 玉 的 右 理想 子 环 六 ,因为 六 是 及 的 
右 理 想 子 环 ， 所 以 浆 义 古 卫 的 左 理 想 于 环 ， 于 是 齐 是 避 的 理想 
了 环 . 因 汶 YR= 玉 关 0, 所 以 访 一 0, 这 就 是 说 , 只 有 X=0 适合 上 
式 , 因 此 "=7， 
色 来 证 明 的 存在 性 、， 我 们 容易 知道 ,假如 能 够 找到 适合 


i i 
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和 

的 元 %， 那 来 位 十 … 十 和 就 是 所 求 的 *， 下 面 我们 来 讨论 如 何 找 
这 漳 的 了 

我 们 先 求 名， 假定 荆 一 J 十 … 十 Lumx， 因 为 是 只 的 左 理 
想 子 环 , 所 雇 我 们 把 它 写成 了 '= Re', 这 里 8 是 第 等 元 ,并 且 e 为 1 
再 因为 

五 全 一 的 = Re (tle)=R(ee) 0, 

所 以 ul—e)=0, 1—=2, .-…, n, 
但 县 =Jany 十 … 十 Lt 如果 wi(1l 一 2 ) 一 0, 那 未 怀 (1 一 8 一 0, 于 是 
1 一 2 一 1 一 8 一 0, 这 与 e' 天 1 的 假设 不 会 ,所 以 如 (1 一 2 到 0. 
于 是 太 (1 一 eY 呈 是 五 的 非 零 右 理想 子 环 ， 因为 (1 一 9) REVY， 
而 六 是 瑟 的 极 小 帮 理 想 子 环 , 所 以 全 过 一 扑 召 = 下 ,因此 在 及 中 
有 满足 


Wl — er = on 
的 元 71, 显然 这 时 
wl ed rm—=0, $=, ,Rh, 

所 以 (0 一 er 就 是 所 求 的 ”mr， 即 谎 一作 一 er1， 同样 我 们 可 以 求 
得 72，…, ， 这 就 证 明了 了，…, or 的 存在 性 ， 于 是 定理 成 立 . 

定理 2 中 尚未 证 明 的 只 是 一 意 性 ， 也 就 是 说 , 假如 单纯 环 
吾 关 五 郑 术 加 数 % 出 忆 一 意 央 定 , 体 下 除 同 构 外 也 由 情 一 意 决 
定 ， 最 后 我 们 解答 这 问题 . 

首先 我 们 知道 ， 合 征 阵 环 KK, 可 以 写成 % 个 极 小 看 理想 子 环 
的 直 利 ,; 所 沁 下 ,的 长 是 w, 因此 % 就 是 民 的 长 , 所 以 站 出 吾 一 章 
决定 . 

再 网 为 用 KK,， 命 。 是 情 中 与 Ks 中 元 (0 ) 对 应 的 元 ， 
时 
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人 0 


那 未 。 是 知 等 元 ,并 且 对 于 也 中 任意 元 7， 


| 1 ja 六 -他 ) 
0 Rl Mii Rn! 0 0 


因为 这 映射 是 召 与 KK, 的 同 构 , 记 以 eRe 人 守 扩 ,根据 下 定理 . eRe 
与 有 的 极 小 左 理想 子 环 工 = Re 的 自 间 坊 环 道 同 构 ， 介 玉 的 极 小 
左 理 想 子 环 相 豆 同 移 , 因 政 它们 的 自 同 态 环 也 彼此 间 神 , 这样,sRe 
就 是 由 豆 一 意 决 定 的 体 耳 .上 所 以 下 除 同 构 外 由 有 瑟 一 意 决 定 . 于 
是 定理 2 中 唯一 -性 就 完全 得 证 ， 

定理 6 假定 工 = Re 是 环 呈 的 极 小 左 理想 子 环 , 那 末 工 的 自 
间 坊 环 仿 是 sBe 的 道 环 . 

证 明 ”假定 co 是 工 = Le 的 自 同 态 ,cfe) 一 ae, a€ 工 , 那 末 对 于 
了 中 任意 元 re, rEL, . 

oirey) = oley = rae, 
因此 re 的 象 由 : 的 象 ze 决定 ,所以 我 们 又 把 og 去 成 co。， 因 为 &E 
五 ,所 届 5 一 ae, 又 因为 
{Te—o{e) -0 (06) —e0 (8) ~ ene, 
所 以 4=eae, 即 aEeRe， 这 就 是 说 , 工 的 任意 问 态 os 由 eRe 中 元 
外 瑞 下， 上 反 过 来 ,假如 4 是 ee 中 任意 元 ,显然 映射 
Be- Terae, TEL, 

就 是 土 的 自 辣 态 5s， 因 为 e 是 工 的 石 单位 元 ， 所 以 当 az 少 时 
webe, | 轩 此 go, 

命 xo:， 那 术 这 蜡 射 是 eBe 射 到 工 的 自 局 态 环 台 上 的 一 对 
一 的 上 映射, 青 我 位 符 昂 得 馈 


fo 十 0 站 8 一 Gulfe]) 十 Getfe) = (tt Nem,(e), 


Go5afe) 一 Gefootei 一 ratbe) 一 pafe] 一 be 一 Oomfe)y， 


a Sr 
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所 以 Cra 十 Op 一 Gerb Carp™ pe, 
于 是 a—>on 是 eRe 射 到 驴 上 的 道 间 构 ， 因 此 eRe 是 请 的 道 环 . 所 
以 定理 成 立 . 
于 是 上 面 定理 2 完全 得 证 ， 
由 上 面 的 证 明 我 们 得 知 豆包 含 它 的 所 属 体 下 一 ce， 又 假如 
是 品 的 中 心 C 中 和 任意 元 , 因为 @e 一 662 一 ege 反 天， 所 雇 由 
ei Cau ey 


我 们 就 得 到 


Ae 6 日 
ho a eg, 了 -| … 
de ， e ， 6 


这 就 是 说 ,上 面 的 同 构 把 R 前 中 心 C 中 元 & 变 为 KK; 中 元 q 吾 , 因 
为 同 构 把 中 心 变 为 中 心 ， 所 以 区, 的 中 心 是 CB， 这 结果 也 可 由 
83.1 习 题 8 推 得 ， 

下 而 是 定理 2 的 道 . 

定理 7 息 定 到 是 体 , 那 末 全 甜 阵 环 区 ,是 非 睾 零 的 单纯 环 . 

证 明 由 87.1 定 再 3, 及 ,满足 极 小 条 件 . 

再 假定 本 是 外, 中 任意 非 零 的 理想 于 环 ，a 是 到 中 翡 零 元 ， 
Es 是 和 % 阶 凑 阵 ， 上 其 5 行 j 列 是 下 的 单位 元 1， 其 余部 是 零 元 0， 
于 是 


oayBy, avyE EK, 
因为 4 于 0, 所 以 qi 不 完全 尾 0， 候 定 ws 和 0， 根据 
EyuBn—=0, 当 j¥E; 
一 Aie， 当 了 一 
对 于 豆 中 任意 元 5 我 们 丰 
8 人 有 一 本人， 
因此 乒 , 司 让: 所 以 下 一 天 这 就 是 说 , 才 ， 中 任意 韭 零 的 理想 子 环 
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只 有 单位 理想 子 环 ,所 以 下 , 基 单 纯 环 .于 是 定理 得 证 . 


习 题 了 .4 


试 证 有 穷 非 朝 午 单纯 环 是 它 的 中 心 上 的 全 算 阵 环 - 

试 证 关 维 五 尚 量 空间 的 自 同 态 环 与 全 拭 竹 环 品 神 。 

. 半 单 纯 环 是 单 旬 环 的 必要 充分 条 件 是 它 的 中 心 足 体 . 

.出 吉 e 晨 单 纯 耳 呈 的 车 等 元 ， 试 让 eBe 是 体 的 必要 充分 条 人 姓 是 。 是 
本 原 民 等 元 ， 


让 


$ 7.5 收 柯 勒 进 根 基 


前 而 我们 讨论 了 满足 概 小 条 件 的 环 的 枸 造 ， 此 后 二 节 讨 论 一 
般 环 的 构造 ， 我 们 先 申 贾 柯 勃 进 很 基 开始 

$87.2 中 满足 极 小 条 件 的 环 的 根基 是 用 医 堆 元 .和 戎 零 左 理 想 卫 
环 建立 的 。14942 年 皮 有 里 斯 号 . Per]lia) 把 瑚 有 零 元 的 概念 捧 广 ， 在 一 
般 环 中 引进 左思 正则 元 ”，1945 年 质 柯 勃 避 用 严 拟 王刚 元 把 前 面 
的 杠 基 短 念 推广 ， 创 造 了 一 般 环 的 根基 ， 建 这 了 一 般 环 芍 构 造 理 
论 一 ， 

假定 & 是 有 单位 元 工 的 环 中 一 元 , 如 果 1 二 a 有 左 道 , 我 们 把 
这 太 逆 写成 1 二 a', 那 束 峙 +e t+ =1 因 此 
(1) 如 十 4 +t+aea=0, 
上 反 进 米 , 假如 如 是 环 中 一 瑟 , 如 果 丰 满足 上 的 人 存在， 那 本 工 十 
是 1+a 的 左 道 元 .在 - : 般 薄 吾 中 我 们 根据 全 引进 一 个 新 的 拓 
合法 , 鸡 于 吾 中 西元 ee, 9 我们 规定 

和 et 一任 十 克 ' 十 本 如 ， 

这 结 全 法。 叫做 的 拟 冬 法 ， 昂 然 ,所 对 法 满足 结合 律 ,并且 天 的 
零 拒 4 是 它 的 单位 元 , 印 


a 1 ar 
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(gob) of 一 本 o (oo a0~0°0=a, 

当 asg = 一 0 时 我 们 叫 如 是 4 的 右 拟 道 元 ,4 是 4 的 左 拟 道 元 ,这 时 
我 们 又 说 a 是 吾 的 在 拟 正 则 元 ，@ 是 吾 的 右 扒 正 则 元 吾 中 心 
如 果 是 堪 拟 正则 元 同时 又 是 右 拟 正则 元 , 那 末 就 叫做 吾 的 拟 正 
则 元 . 

假如 # 是 及 的 氢 正 则 元 , 那 末 #5 的 左 拟 首 元 也 是 4 的 右 拟 北 
元 ,内 此 是 s 的 报道 元 . 这 是 因为 适合 结合 律 ,由 era' 一 0,6"ca 一 
0, 我 们 就 有 

人 一 站 一 00 一 《人 全) of! = O00' 一 生 

如 goa 一 gog 一 0， 二 是 一 个 氢 正 出 元 的 氢 逆 元 是 唯一 的 ， 

灵 然 环 琶 的 替 元 是 刀 的 枚 正则 元 . BB 的 每 零 兆 也 是 忆 的 拟 正 
则 元 ,这 是 因为 ,假如 @7=0. 命 一 一 8 十 太一 中 十 十 (一 1)" lg 1 
我 们 容易 验证 ssew 一 aa (一 J 了"ta? 一 0， 伯 拟 正则 元 一 般 不 是 


等 零 元 ， 辟 如 在 由 所 有 有 理 数 司 , 这 里 避 是 奇数 , ”是 任意 束 
数 , 形 成 的 环 中 ,没有 非 零 的 守 零 元 , 但 任意 形状 象 2 的 元 都 是 
执 正则 元 ,这 基因 为 


2n 一 2 2 一 2 
3 2n+m mn mm " 


当 环 看 有 单位 元 1 时 ,元 ”是 7” 的 在 报道 元 的 必要 充分 条 件 
是 :1+Y 旦 +7 的 左 逆 元 ,因此 台数 环 只 有 零 元 是 左 拟 正 则 元 . 

定理 环 中 中 元 7 杆 左 氢 正 则 元 的 必要 充分 条 件 是 . 

{z+ rr'gt RA. 

证 明 ”因为 所 有 形状 象 f 十 mr, 2E 玉 ， 的 元 形成 呈 的 大 理想 
子 环 区 十 4?}， 假 如 7 是 左 所 正则 元 ， 那 末 一 +=7' 十 rE {x 十 
27), 因 此 zr 十 zr}、 于 是 # 地 二 27 上 所 以 三 十 or 一再， 反 
这 米 , 假如 证 十 zt 一 玉 ， 那 末 一 一 人 十 9 站， 部 十 站 -十 * 休 一 0， 所 
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以 r+ 是 左 拟 正 则 元 ,于 是 定理 成 立 . 

一 般 , 一 个 左 氢 正 划 元 不 一 定 又 是 右 氟 正则 元 ,但 有 时 却 能 如 
此 . 

假如 工 基 环 请 的 左 理想 子 环 ， 如 果 其 中 任意 元 4 是 及 前 左 
氛 正 则 元 , 屠 林 & 又 是 号 的 右 拟 正 则 元 ,因此 4 是 瑟 的 所 正则 元 . 
这 是 因为 , 由 acw' 一 9, 得 若是 有 妊 的 布 拆 正 则 元 ， 但 一 一 ea 一 
4'gEI， 所 以 & 又 是 只 的 左 所 正则 元 , 因此 我 们 有 5o0' 一 4 og= 
0, 即 a 是 及 的 所 正则 元 ， 

贺 祥 ,在 环 下 的 右 理 扔 子 环 中 任意 元 如 时 都 是 吾 的 有 执 正 则 
元 , 那 末 它们 也 都 是 BR 前 氢 正 则 元 . 

下 面 的 定义 与 项 零 左 理想 子 环 类 侯 ， 

定义 1 环 召 的 左 ( 右 )] 理 息 子 环 ， 其 中 任意 元 都 是 吾 的 去 
( 右 ) 扫 正则 元 时 , 叫做 吾 的 拟 正 则 左 ( 右 ) 理想 子 环 . 羡 的 理想 子 
环 ， 其 中 任意 元 都 症 召 的 所 正则 元 时 ， 叫 做 召 的 氢 正 则 理想 子 
环 . 

于 是 拟 正 则 左 或 右 理 想 子 环 中 元 都 是 所 正则 元 ， 拟 正则 左 或 
右 理 配子 环 如 果 双 是 理想 子 环 , 那 来 它 就 是 拟 正 则 理想 子 环 . 

因为 寡 零 元 是 所 正 出 元 ， 所 以 在 一 般 环 中 舌 零 元 左 理想 子 环 
是 拟 正 别 许 理想 子 环 ， 在 满足 极 小 条 件 的 环 中 , 反 过 来 也 束 立 , 即 

定理 1 假定 工 壮 环 吾 的 拟 正 则 左 理想 子 环 ,如果 吕 满 足 极 
小 条 忻 , 那 末 工 是 厌 零 天理 榴 了 环 ， 

证 明 ”假定 荆 二 严 严 二 … 根据 极 小 条 人 性 ,我 们 有 基 正 整数 
有 存在， 使 不 一 天 ， 合 了 P= 牙 ， 下 面 我 们 用 反 证 法 来 证 明了 = 
0 


假如 了 天 0， 我 们 命 六 是 对 中 满足 下 列 条 件 的 极 小 左 理想 子 
环 ， 
PNA0., 
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显然 六 是 存在 的 ， 央 为 已 自身 就 满足 这 条 件 ， 主 是 入 中 有 元 a 
使 Petz0， 因 为 Pe= 书 ,所 以 了 Pa) Pq-Pax#0, 但 Pa&N, 
而 六 是 极 小 左 理想 子 环 ， 所 以 Fe 一 交 . 于 是 己 中 有 元 zx 使 ze 一 
ay 因为 * 提 卫 , 所 以 z* 是 瑟 的 左 拟 正则 元 ， 即 一 z 十 % 一 wz 一 0,， 固 
丝 


= -to vt ttn} =0, 

这 与 Pax 丰 0 的 假设 矛盾 .所 以 P=0, 即 严 =0, 这 就 是 说 , 工 是 究 
零下 理想 子 环 ， 所 以 定理 成 立 . 

现在 我 们 用 氢 正 则 左 理 想 子 环 代替 $7.2 中 略 零 左 理想 子 环 
来 建立 一 般 环 的 根基 . 

下 面 基 与 $7.2 中 类 似 的 定理 ， 

定理 2 假定 五 ,Ls 足 环 如 的 拟 正 则 左 理想 子 环 ， 那 末 它们 
的 和 (3:，7o) 世 是 为 的 其 正则 左 理 想 了 环 ， 

证 明 假定 4SIL, 8EIz. 于 末 我 们 有 

a+to -aa=d, b+o'+ob'g=0, 
天 因 为 B+a'5DEIs, 所 以 我 们 及 有 
pi+ab+eFetb teas) =0, 
于 是 tht tetea)+ (a +etea) (a th) 
= (04 +ar) + {aditetr draph)l 
+relawa ta'a =0, 

所 到 + 是 玉 前 左 拟 十 则 元 ， 央 此 (5 2) 是 吕 的 氢 正 则 在 理 
李子 环 , 寺 是 定理 成 立 . 

定理 8 环 召 中 所 有 拟 正 则 左 理 稻 子 环 的 和 是 吾 的 拟 正 则 
理想 子 环 . 叫做 五 的 机 柯 邯 撑 根基 或 简称 及 区 根基 ,用 RBR) 或 J 
表示 . 

有 时 为了 避免 混淆 ,4 7.3 局 根 据 咎 零 左 理 想 子 环 给 出 的 根基 
又 叫做 形 零 根基 . 
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证 明 ”因为 v 中 任 冲 元 是 召 中 某 有 穷 个 拟 正 出 左 理想 子 环 
中 元 的 和 ， 由 上 定理, 筷 是 吾 的 左 插 正则 元 ， 所 以 了 是 吾 的 拟 正 
则 堪 理 想 子 环 . 

下 面 我 们 来 证 明了 是 避 的 理想 于 环 . 假定 4 是 -中 任意 元 ， 
?是 羡 中 任意 无 , 如 果 我 们 能 够 证 明 srEvy， 屠 末节 又 是 吾 的 右 
理 看 了 奈 , 因 此 池 就 是 五 的 理想 子 环 了 . 

因为 /是 无 的 左 理想 子 环 ， 所 以 raEJ， 即 ra 是 且 的 左 所 
正则 天 ,因此 我 们 有 


+ 二 b+ bra=0, 
于 是 a ar—abr)+ (—ar—abr)ar 
一 ora+ hrair = 人 0, 

所 以 ar 是 了 的 左 氢 正则 所. 青 因 为 由 ar 生成 的 呈 的 应 理想 于 
环 工 中 任意 元 林 以 写成 sar 十 nq? 二 (sq 十 ng)r, 这 里 83E RB,n 是 整 
数 ， 问 丰 面 直 明 一 样 , 它 是 吾 的 左 拟 正 则 元 ， 央 此 二 是 吾 的 拟 正 
则 左 理 想 子 环 . 所 以 也 三 了 十 是 erEy， 国 此 定理 成 立 . 

荆 面 根基 概念 是 根据 召 的 氢 正 则 左 理 想 子 环 建 立 的 ,假如 我 
们 把 去 理想 子 环 换 成 右 理 起 了 环 ,引用 拟 正 则 右 理 起 子 环 , 我 们 同 
拜 可 以 建立 根基 ,并 用 也 得 到 问 样 的 性 质 . 假如 这 时 得 出 的 根基 用 
J 表示, 那 末 六 = 了 了 ， 这 是 因为 , V' 是 及 的 理想 子 环 ,并 有 自 其 中 任 
意 元 大 召 的 拟 正则 元 ， 启 以 沁 是 王 的 扑 正 则 左 理想 子 环 ， 因 此 
J 所 J ， 问 样 我 们 有 J 全 VA', 所 以 =， 

于 是 > 婚 包 含 卫 的 库 有 拟 正 则 人 本 理想 子 环 , 同时 也 包含 请 的 
瑟 有 所 正则 大 理想 子 环 . 艾 因为 召 的 千 零 元 左 至 想 子 环 是 吾 的 拟 
正则 去 理 息 子 环 , 及 的 籍 备 元 右 理 想 子 环 是 五 的 所 正则 有 理想 子 
环 , 所 以 J 又 包 合 及 的 所 有 千夫 元 左 理想 子 环 , 也 包含 旦 的 折 有 
赫 零 元 右 焉 起 子 环 - 在 可 换 环 中 ， 任 意 医 零 元 生成 的 理想 子 环 是 
才 零 元 理想 子 环 , 因此 可 换 环 的 委 基 包含 环 中 所 有 窦 零 元 , 但 它 可 


和 
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能 还 包含 其 他 非 竺 零 的 拟 正 则 元 . 
当 环 召 满 足 极 小 条 件 时 , 因为 这 时 拟 正 则 去 理想 子 环 是 畦 去 
在 理 根子 环 ,所 议 根 基 J 了 是 所 有 之 零 左 理 想 子 环 的 和 , 它 就 是 暴 零 
根基 .这 就 是 说 , 页 柯 支 各 根基 是 寡 零 根基 的 推广 . 
定义 2 环 扣 如果 它 的 根基 了 一 0 ， 那 未 五 叫做 半 单 纯 环 , 如 
果 一 号, 那 末 五 则 做 根基 环 . 
为 了 区 别 , $7.2 中 半 单 纯 环 有 时 又 叫做 宕 零 半 单 纯 环 ， 这 里 
的 半 单 纯 环 有 时 六 电 做 要 柯 勃 还 半 单纯 环 . 
定理 和 假定 > 十 环 五 的 根基 , 那 末 吾 一 总 一 是 半 单 纯 环 ， 
证 明 假定 了 ~= 工 一 2 十 着 中 任意 拟 止 则 左 型 起子 坏 ， a 是 工 
中 任意 元 , 耶 林 在 豆 中 有 区 双 使 
G++， 
所 以 4 十 三 十 CBE 
于 是 召 申 有 元 z 使 
区 十 taatut+utata' -tage) —0, 
即 #8 二 二 He) 二 (++ ua de =0, 
因此 #8 基 五 的 左 拟 正 则 元 , 所 以 荆 是 如 的 所 正则 左 理 想 子 环 , 因 
此 工 生 4， 于 是 = 这 就 是 说 ， 瑟 中 任意 拟 正则 本 理想 子 坏 是 
零 理想 于 丈 , 所 以 及 的 根基 是 零 , 因此 所 是 半 单 纯 环 ， 十 是 定理 
成 并. 
定理 § 假定 号 是 环 ， 那 末 全 和 阵 环 的 根基 JV(B,) 是 瑟 
的 报 基 /RR) 上 的 全 第 阵 环 ( (8)。, 即 二 (BR) = (RD)Y,, 
证 明 ”我 们 先 证 明 2 58) 王 (J (8B))，, 
假定 二 是 了 (如 中 短 阵 的 第 纪行 第 7 了 列 上 元 的 集合 ， 好 然 
是 呈 的 理想 了 环 . 命 By 是 第 和 行 第 j 询 上 泡 是 1、 其 余 元 都 
是 零 的 % 阶 第 阵 , 却 末 
RELJ (RY) ERC (CR,), 
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因此 RILyRELCJ (BR,), 
站 

即 pe [时 J (BR,), 
0...0 

这 里 ataLR., 


于 是 它 基 左 氢 正则 元 . 本 此 我 们 有 


CT 1 a nf aD 0...0 
a ml nesease = er ， 
OO0f Nana Na af\O. 0 \0...0 


所 以 a 十 ai 十 2419 一 0, 这 就 是 说 ，RLsR 中 往 意 元 是 BB 的 本 拟 正 
则 元 , 因此 RIjR 是 且 的 拟 正则 理想 子 环 ， 于 是 RLsyRCJ (8;， 
所 以 RLsRIsCJ BR ， 邯 (正二 人 但 站 ~ 有 R 一 J{B) 的 很 基 是 
零 , 所 以 yy 一 0， 因 此 CJ(B), 这 就 是 说 , 假如 (ag) E 7 UE,)， 
郑 末 asEJ CB, 所 以 CR) (VR))i. 

再 我 们 来 证 明 (7 8), 宇 J(B). 

我 们 来 考虑 所 有 形状 象 


di 0 
人 | et ， aaEwrrB， 
民间 0 .-..0 
1 0 
| ta ; 二 =， 
0..0 
0 ...0: 
ft is 0 下 -一 全 -4 
那 来 4154' 一 | 2 | 因此 41c4' 是 晨 零 元 , 所 以 它 也 是 太 拟 
nL 0 


正则 元 . 于 是 有 {41: 4 B=0, BE 忆 , 即 41c (4'%B) 一 0. 这 就 是 
说 ,4 是 品 的 左 拟 正 划 元 : 所 以 型: 是 召 。 的 拟 正 贴 左 理想 子 环 ， 
同样 ,所 有 第 宇 列 是 v (如 ) 中 元 ,其余 元 都 是 零 的 m 阶 敌阵 4; 的 集 
合 量 ;形成 如 前 氢 正 则 左 理 想 子 环 . 因此 前 ;十 … 十 避 , 也 是 本 
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的 拟 正 巾 堪 理想 子 环 . 青 因为 (J CD) 中 任意 元 可 以 分 解 为 象 
A A 这样 的 n 个 第 阵 的 和 ,因此 它 宕 六 i 十 … 十 其 ,中 ,所 以 
龙 , 的 任意 左 氛 正 则 元 帮 在 2B 中, 这 就 是 说 (VT 双 ) ER . 
因此 定理 成 六 . 

二 的 根基 与 它 的 子 环 的 根基 的 关系 我 们 还 不 清楚 。 假 如 子 环 
是 理想 子 环 , 我 们 有 -下面 重要 定理 . 

定理 站 假定 鼠 是 环 灵 的 理想 子 环 , 于 本 

TON) > NNT CR). 

证 明 假定 a€E 和 N24B), 因为 4EJ( 妨 ,所 以 对 于 天 中 任 
意 协 x， 得 知 zu 是 琶 的 左 拟 正则 元 ， 吧 瑟 中 有 元 六 使 十 十 
ywa 一 0, 驴 因 为 4E 丰 ， 所 以 YE 六 .于 是 AWe 是 避 的 拟 正 则 左 理 
想 -地 环 ， 所 以 eaEvCNmD， 即 交 门 7CBD) JN). 

青 假 定 aEV (DD) ,因为 LRO) ?对 Na, 所 以 CRe)? 是 号 的 拟 正 则 
左 理想 子 环 ,因此 (Bo)? (R)， 于 是 Ra 一 但 R=R 一 J (8) 
是 半 单 纯 环 ， 所 以 Ba 一 0， 央 BuS.7 (BR ， 因 此 eeEy7(B)， 于 是 
了 天 丰 站 TCR 所 以 定理 成 立 . 

于 是 半 单 纯 环 的 理想 子 环 仍然 是 举 单纯 环 。 这 与 $7.3 定理 
$3 是 致 的 . 

显然 ， 祖 零 元 环 是 根基 环 ， 一 个 坏 的 根基 自身 是 根基 环 ， 即 
J 一 J LR)， 有 单位 起 的 环 丰 是 根 十 环 , 因为 一 1 不 是 所 正 
央 元 ， 这 起 因为 由 一 1 二 十 (一 一 了 0, 即 得 一 1=0, 这 最 崔 是 玫 
上 盾 . 

假如 只 不 是 根基 环 ， 嘟 未 号 含有 不 古 丰 拟 正 则 元 的 沅 4, 因 
此 天 的 左 理想 于 环 荆 二 {ra+rlrE& RR} 不 包含 4. 这 是 因为 ,如果 
gt 上, 大 未 如 中 有 元 ,使 4 二 二 一 4 即 # 十 & 十 8 二 0， 这 与 
4 不 是 氢 丰 正则 元 的 假设 不 合 ， 我 们 米 考 虚 呈 中 所有 包含 {ra 二 
而 不 包含 4 的 左 理 想 子 环 ,根据 集合 的 包含 , 由 证 轧 引 理 ， 我 位 
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有 包含 {fra 十 人 入 不 包 合 5 的 极 大 左 理想 子 环 ， 这 左 理想 子 环 , 显 
然 也 是 五 的 慨 太 埋 想 子 环 ， 固 为 如 柴 另 有 包 舍 它 的 左 理想 子 环 ， 
冰 林 它 就 要 包含 ww 因此 它 就 是 吾 了 ， 于 是 我 们 存 

定理 了 和 假如 站 不 是 报 基 环 , 那 末 旦 有 极 大 左 理想 子 环 . 

在 讨论 坏 时 ,上 向 这 样 的 建 想 于 环 是 常常 需要 的 ， 

定义 8 很 如 工 基 坏 中 的 在 理想 子 环 ， 训 果 呈 中 有 元 e, 对 
于 五 中 任意 元 7, 有 7 一 reEIK, 即 + 二 re (了 , 那 末 工 叫 做 量 的 正 
则 左 理 想 子 环 , 。 册 做 呈 对 十 上 的 右 单位 元 . 

虎 如 在 偶数 奈 中 中 ,理想 子 环 (6) 是 正则 理想 了 环 ,8 一 4 是 天 
对 于 :名 的 单位 元 ,理想 子 环 ( 攻 椒 是 正则 理想 子 环 . 

显然 ， 当 及 大 单 信 下 时 ， 它 的 任意 左 理 想 子 环 是 正则 左 理想 
子 环 .假如 坏 及 的 左 理想 半 环 包含 号 的 某 正则 左 理想 子 环 , 那 末 
它 自 身世 是 正则 堪 理 起 了 上 环 . 也 就 是 说 ， 正 则 左 卉 想 子 环 的 扩张 
万 理想 子 环 仍 然 是 正则 左 理 想 子 丈 . 

下 面 主要 是 介绍 根基 的 性 质 . 

定理 8 假如 了 是 环 总 的 根基 ， 那 末了 了 是 召 的 所 有 极 大 正 
则 去 理想 子 环 叶 ; 的 交集 , 凤 

d= NW, 

证 明 假定 a€ 作弄 ;, 即 a 审 有 的 任意 极 大 正则 左 理想 于 环 
中 ， 如 昌 & 不 基诺 氢 目 则 匹 ， 那 未 {ra 十 站 不 包含 &. 命 弄 是 包 
合 {Vre 二 时 而 丰 包 舍 @ 的 要 大 左 娃 乌 子 丈 ， 因 为 7 一 "(一 4) 一 ?十 
Pw， 所 以 性 是 正则 ， 于 是 站 是 极 大 正则 1( 左 建 想 子 环 ， 因 此 
#E 蜡 , 这 与 假 没 不 人 台 ,， 所 以 & 是 左 氢 正 则 元 . 于 起 门 梁 ,是 呈 的 
氢 正 则 左 理想 子 环 ， 因 此 门禁 与 J 

假如 #€EY, 那 末 对 十 如 中 任意 元 *， wa 是 左 报 正 则 元 .如 时 
4E 门 开 ， 则 本 吾 中 有 某 慨 类 正则 左 理 想 子 环 开 不 包含 & 因为 
人 是 概 大 左 理想 子 环 ， 所 以 由 江上 及 4 生成 的 左 理想 子 环 就 是 号 
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自身 ; 即 情 = {mm 十 (ratna)}, 这 里 ThE 肛 , rEB, nn 是 整数 或 零 . 
上 再 殷 定 。 是 豆 关 于 型 的 右 单 位 元 , 那 末 我 们 有 
一 B= 二 (ra mt) ， 
于 是 一 中 =em+elraFng)， 但 etr4a 十 m0) 是 是 的 诺 氢 正 则 元 , 所 
以 在 吾 中 有 元 存在 ,使 
g(ra+ue) 寺 世 十 WCG 十 miG) =—0, 
二 为 
— ue = erm Mera + nda) ， 

所 以 uem etru tna) ~ ue =0. 
再 园 为 对 于 号 中 任意 元 ,7 一 ?re 忆 于 ,所 以 6 一 we? 及 4 一 ww 都 在 
型 中 ,因此 we 一 # 也 在 前 中 ， 又 因为 省 是 左 理想 子 坏 ， 所 以 
tm 世间 ,因此 ere 二 ng) 和 型 ， 于 是 -ee=gmtelratna)EM. 
但 6 一 EE 涛 ,所 以 eE 玉 .因此 re 及 re 一 ?都 在 对 中 ,于 是 一 rE 
型 , 邯 7E 弄 ,所 以 蜡 一 号 , 这 与 假设 闻 慎 , 困 此 v 三 站 时 ;， 所 以 
v 一 站 时 :， 于 是 定理 成 立 . 

假 刀 吾 有 单位 元 ， 那 术 它 的 去 理想 子 环 都 是 正则 左 理 起子 
环 , 因 此 豆 的 根基 了 是 总 的 所 剖 极 大 左 理想 子 环 的 交集 ， 

假定 时 是 召 的 左 理想 子 环 , 显然 

CNM:R ={rIreE RR, rREM} 

是 请 的 理 息 子 环 ， 如 果 访 尾 五 的 理想 子 环 ， 并 且 六 全 型 ， 那 末 
六 RE 计 , 因 此 六 三 ( 训 :B)， 这 就 是 说 , 如 的 理想 子 环 如 果 包 含 在 
型 中 , 它 也 包含 在 (于 :二 中 ,假如 (六 :BB) 刁 嵌 , 堵 未 (型: 二 ) 就 是 
刁 中 包 售 在 玉 的 最 大 理想 子 环 . 

定理 8 假定 型 是 环 刀 的 正则 左 理想 子 环 (不 一 定 是 极 大 
的 ), 那 末 ( 剖 :如 ) 三 新, 两 此 (和 :站 是 总 中 所 痛 在 型 的 最 大 理 起 
子 环 ， 

证 明 假定 4E( 开 :下 ， 那 末 4R 皇 歼 ， 邵 果 e 是 羡 对 于 型 
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的 右 单位 元 ， 那 末 e 一 ee 后 名 ， 因 为 weE 于 所 以 5E 开 ， 于 是 
( 形 : 品 ) 皇 型 ， 因 此 定理 成 立 . 

我 们 知道 ,请 足 极 小 条 件 的 环 的 构造 归结 为 单纯 环 的 构造 , 与 
这 类 似 ,- 般 环 的 构造 归结 于 本 原 环 的 构造 .下面 介绍 的 本 诛 环 是 
一 类 非常 重要 的 环 ， 

定义 时 假如 型 是 吾 的 极 大 左 理 想 子 环 ， 如 果 CN:BB) 一 0, 
那 末 吾 叫 做 ( 堪 ) 本 源 环 . 假如 六 是 中 的 理想 子 环 , 如 果 吾 一 是 
本 原 环 , 那 末 并 叫做 吾 的 ( 左 ) 本 原理 想 子 环 . 

显然 , 本 原 环 的 零 理 想 子 环 是 本 原理 想 子 环 . 再 体 区 是 本 原 
环 ， 因 为 它 的 极 大 左 理想 子 环 是 零 理 想 于 环 , 并 有 旦 (人 0) :KK) 一 

一 全 左 本 原 环 是 杏 又 是 右 本 诛 环 ， 这 是 环 论 中 长 期 没有 得 到 
解决 的 一 个 问题 ，1964 年 相 尔 门 (Q. M. Bergman) 给 出 了 一 个 左 
本 原 环 但 不 是 右 本 原 环 的 例 吕 和 解答 了 这 问题 . 

定理 地 仿 定 让 是 号 的 极 大 正则 左 理想 子 环 , 那 末 (CM :五 ) 
是 率 原 理想 子 环 ， 

证 明 由 定理 9, 我 们 得 知 ( 必 : 妨 宇 性 ,如 果 ( 村 :有 B) 一 肛 ， 闭 
末 对 是 只 章 理 想 了 守 环 , 款 此 民 一 村 没有 非 零 的 左 理想 子 环 .这 是 
因为 ,假如 工 一 划 是 总 一 型 的 非 零 让 埋 想 子 环 , 那 末 工 是 羡 的 闫 
理想 子玉 , 并且 匡 二 和， 因为 机 是 正则 ,所 以 工 也 是 正则 ,村 是 上 
基 包 含 型 的 正则 左 赴 起 子 环 ， 这 与 型 是 极 大 的 假设 不 合 ， 因 此 
(0 是 五 一 型 的 极 大 左 理想 子 环 ， 再 (C0 :( 琉 一 机))=0， 这 基因 
为 ,如 果 R=0, 那 术 4RGE 玉 ,因此 osE CM: 到 = 台 ,所 以 #0， 
子 是 至 -型 是 汪 原 环 , 所 以 用 =={ 了 村 :R) 是 本 原理 想 子 环 . 

加 时 (用: 及 己 村， 显然 于 一 CNH: 衣 是 吕 一 (MMH:R) 的 左 理 想 
子 环 ， 因 为 时 是 吓 的 极 太 左 理想 子 环 ， 所 以 开 一 :以 :了 情 光 是 
下 一 人 :站 的 概 大 左 理想 子 环 . 再 (OM 一 (CM: BR)): (BR 一 (M:R)) 
=0. 这 起 因为 ,假如 “天皇 形 , 那 末 so 必 双开 ,因此 ceE (下 : 品 )， 所 以 
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a 一 0, 于 是 五 一 (于 :天 是 本 原 环 :因此 并 :总 是 本 原理 想 子 环 . 

于 是 定理 成 立 . 

定理 11 环 吾 的 根基 是 羡 的 所 有 本 原理 想 子 环 的 交集 . 

证 明 因为 7 是 琶 的 所有 极 大 正则 左 理想 子 环 的 交集 . 又 天 
为 下 的 任意 极 大 正章 不 理想 于 环 贡 包 依 本 原理 想 子 环 ( 晶 : 下 ， 
所 以 3 包含 下 的 某 些 本 原理 想 子 环 的 交集 ， 因 天 更 包含 及 的 
记 有 本 原理 想 子 环 的 交集 .下 面 我 们 米 证 盟 ， 包含 在 的 任意 
本 原理 想 子 环 中 ,因此 J 就 是 哺 的 所 有 本 原理 想 子 环 的 交集 , 于 
是 定理 就 告 威 立 . 

优 定 碎 是 五 的 任意 本 原理 想 子 环 , 那 末 BR 一 入 是 本 上 原 环 ， 因 
此 羡 一 总 有 根 大 左 理 想 子 环 村 一 入 ,人 穗 (对 一 六: 一 入) =0. 二 是 
(MRIEN. 

如 果 开 是 正则 ， 屠 来 型 就 是 最 的 极 太 正则 站 理想 子 环 , 办 
此 J 了 EE 册 ， 所 以 JELWY: 有 ,十 是 IEN， 

如 果 前 不 十 正 邮 , 估 为 太 三 于 ,所 以 (NY 请 ;与 条 .因此 (NN:RR) 
就 是 并 中 包 合 在 刘 的 最 天 理想 子 环 假如 了 不 包 会 在 不 中 , 那 
来 它 也 不 包 会 在 { 开 :人 中 ,因此 它 也 不 包 舍 在 型 中 . 如 果 我 们 能 
驶 证 明 三 好, 屠 本 7 王浆 ,定理 上 得 证 . 

我 们 先 证 明 tr,"E 有，Rr 宇 书 } 二 前， 这 是 因为 ,左边 是 中 的 
左 理 想 子 评 ， 并且 包含 于 ， 央 为 时 是 极 大 ,所 以 它 是 型 或 者 是 
刁 ， 如 来 它 是 B, 那 末 RRE WV, 因此 :BRB 一 BR, 机:RBGENM, 
所 以 划一 五 , 这 与 假设 不 合 ， 册 此 它 是 覃 . 

篆 用 友 证 法 . 假设 J 三 时 .并且 4EJ, 4 忆 于 ， 如 果 aRENY， 
那 末 5E i 半 : 六 生计 ,这 不 是 ， 办 此 aR 于 命 bER, 呈 二 于， 
因为 人 rl?ER， RY 再 } = 二 开 , | 折 以 Rabe 机 ,但 用 是 被 大, 因此 
(HM，Ra 一 上 .十 是 存在 WE 庆 ， rER,， 使 +rab== 一 5， 如 
254+74b = 一 mC 上 训 ， 再 因为 &&EY, 所 以 ra 是 左 氢 正则 元 ;因此 有 
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元 使 Yo 十 er 一人， 于 是 
p=P+ rater p= {+rab} +teth trah) Ee NM, 
这 与 4p 世间 葛优 设 予 慎 ， 因 此 7 三 开 . | 

十 是 定理 成 让， 

因为 本 不 环 的 等 子 环 是 林原 理想 子 环 ， 所 以 本 原 环 的 根基 是 
零 , 这 就 是 说 ,本 原 环 革 末 单纯 环 ， 除 零 环 外 , 根基 环 不 是 本 诛 环 

定理 吏 单纯 环 是 根基 环 或 是 本 原 坏 

证 明 因为 召 是 单纯 环 , 所 以 下 一 0 或 吾 " 一 总 . 如 果 下 一 
那 未 召 是 宪 零 环 , 国 此 它 是 根基 环 . 如 果 于 一 吾 ， 那 末 殖 不是 要 
基 环 ,因此 有 极 大 堪 王 想 子 环 省 .于 是 [并 :加 是 晴 的 理想 子 环 . 
所 以 (型 :BR 一 0 或 {和 :1 晴 )= 且 ， 如 果 ( 太 : 二 = 二， 那 末 RBR= 
RR 与 册 , 浊 形 一 瑟 忆 1 这 与 看 安 吾 的 假设 了 矛盾， 内 此 《〈 开 :一 ) 一 
0 所 [4 品 症 本 军 环 ， 于 是 定 韦 成 并. 

广 没 有 单纯 根基 环 存在 是 环 论 中 一 个 晤 出 未 洪 的 问题 ，1961 
年 沙 士 亚 大 <]. Sasialay 预 音 这 种 环 是 存在 的 , 1967 年 他 给 出 一 
个 具体 的 例 来 说 明 '"?， 和 但 他 结 出 的 不 是 竹 老 元 环 ， 内 地 现在 存在 
的 问题 是 有 没有 单纯 之 零 元 环 . 

章 纯 环 如 果 有 单位 元 就 是 本 诛 环 ， 因 为 有 单位 元 的 坏 不 是 根 

定理 18 人 定 单纯 坏 上 有 极 大 左 理 想 子 环 腻 或 被 小 不 胡 想 
子 环 工 ， 凶 未 县 基本 浆 环 . 

证 明 崩 如 吾 痛 要 大 去 理想 子 环 蜡 ， 同 上 定理 前 证 明 - 样 . 
得 若 召 是 林原 玖 ， 十 面 我 们 来 证 明 琉 有 极 小 左 理 想 村 环 工 的 悄 
沉 ， 

命 认 一 人 jf 9 一 0}， 那 末 训 是 五 的 理想 子 环 ;因此 
育 二 呈 成 入 一 0， 如 果 访 = 号， 那 未 RL=0. 于 是 右 零 化 召 的 理 
想 子 环 异 十 零 ,上 所 以 五 也 零 化 自 浪 ， 地 BRB? 一 0, 因此 二 也 基 如 的 理 
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想 子 环 ， 这 与 #0 的 假设 不 人 台 . 所 以 浆 =0， 于 是 B 关 0， 因 此 
BR" 一 BR, 出 上 定理 的 证 明 , 吕 是 本 原 环 . 
于 是 定理 得 证 . 
习 题 7.5 


1. 慨 定 & 是 下 中 元 ， 如 果 一 呈 是 左 磺 止 则 元 , 那 林 4 也 是 豆 的 左 拟 正 


2. 假定 TER， 如果 Bx, z 有 或 Br 有 有 一 在 怪 的 根基 了 中, 那 末 26 


3. 假如 环 总 的 根基 是 了 ,eeE 忆 ,如 果 RaR EJ, 堵 未 2€d， 

4. 假如 a, 5 是 环 总 中 元 ， 如 果 oP 是 在 拟 正则 元 ， 那 末 ba 也 是 丰 报 正 
虽 元 ， 

85， 假如 是 环 豆 的 根基 了 中 元 ， 那 末 吾 中 满足 gz 一 az 的 元 * 只 有 有 零 
元 ,有 即 Y 一 0. 

6， 假如 < 是 环 吕 的 祖 革 了 中 元 ,如果 四 一 的 下 > 全， 那 末 a 二 人 0 

7. 环 忆 中 元 4 是 亦 氢 由 则 元 的 必要 充分 条 件 是 ， 氢 正 则 左 理想 子 环 
Lo=ir+ralr E HI -RR. 

8， 任 意 正 则 左 理 殷 子 环 能 够 嵌入 报 大 正则 左 理想 子 环 . 

9. 假定 五 是 要 基 环 , 那 末 它 温 育 正则 左 理 急 子 环 . 

10. 候 定 RR 是 所 有 这 样 的 有 理 数 区 和 初 成 的 区 ， 其 丰 Ww 是 膏 数 ,n+ 是 任 
意 整 数 , 试 证 吕 的 根基 是 司 )， 它 不 匀 合 非 堆 的 宪 零 元 - 

tL， 眼 如 中 是 有 单位 元 的 让 ， 和 如 泉 其 中 让 是 可 逆 元 的 元 形成 理想 子 环 
人 堵 本 六 是 吕 的 根基 ， 

13， 试 证 J (ette) -一 ee 这 里 & 是 环卫 的 郑 等 于。 


$7.6 次 直 和 


我 们 知道 根 革 是 零 的 环 叫 做 半 单 纯 环 ， 这 节 我 们 讨论 半 单 纯 
环 的 构造 , 它 是 #$7.3 中 和 交 零 半 单 纯 环 构造 的 推广 . 
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我 们 先 介绍 次 直 和 这 个 新 概念 , 以 备 引用 . 在 $5.4 中 我 们 讨 
论 了 环 的 直 和 , 但 是 很 多 时 钴 , 环 不 能 写成 为 若干 个 环 的 直 和 , 却 
能 够 写成 为 著 干 个 环 的 直 和 的 子 环 ， 这 样 把 直 和 和 推广 就 创造 了 次 
直 和 这 个 妾 念 ”， 

假定 有 两 个 环 

Bi= {0;1, 11}, Ro= {09, Jo, 29, 32}, 
那 末 Si={0:, Oa, {Hi, 12), (0, 22), (11, 32)}, 
S32= {0,, 02), (O04, 227, (11, O27, (11, 20)} 

都 基 有 BR，Rs 前 直 和 B 二 Rs 的 子 环 ， 但 它们 有 区 别 , 在 Ss 中, RR 
中 元 都 出 更 而 Bs 中 元 不 完全 出 现在 访 , 中 ， 豆 ， 吾 s 中 元 都 完全 
出 现 , 这 时 民 然 

Oh , O00, (1, 1 一 1 (0 ，25) —>04, (ls, Bo) -1 
是 全 射 到 天 ;上 的 同 态 ， 

(02) -700, 111, Tr]2, (D1, 22) 一 2 (11, Bs'—>8s 
是 Si 射 到 己 * 上 的 同 态 , 也 就 是 说 ,这 时 局 一 已， zi 一 1 2, 但 SS: 就 
没有 这 个 人 性质, 我们 把 吕 叫做 吾 ， 吾 > 的 次 直 和 ， 一 般 我 们 有 

定义 ”假定 {Bj}, $=1, 2,…, 是 环 Bi 的 集合 , 吾 是 BR 的 直 
和 及 十 五; 十 … 中 由 

Pi Pe) 
形成 的 子 坏 , 如 果 
T= 

是 吾 射 到 吾 ;, 上 的 同 驴 ， 即 召 ~ 品 ， 那 来 瑟 叫 航 吾 ， 7 一 1，2，…， 
的 次 查 和 . 

显然 启 , “一 T，2，…， 的 直 和 是 六 的 次 在 和 ， 要 注意 的 是 ， 
BR 的 直 和 和 基 和 由 B; 唯一 确定 的 ， 和 但 总 的 次 直 和 不 由 吾 : 唯一 诀 定 ， 
它 有 各 种 不 同 的 次 直 和 ， 

再 我 们 容易 得 知 ， 品 的 直 和 的 子 环 是 EB 的 革 子 环 BB 的 次 直 
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和 , 如 的 次 直 和 是 RB 的 任意 扩张 环 及 的 直 和 的 子 环 ， 

我 们 先 给 出 环 是 次 直 和 的 必要 充分 条 件 . 

定理 1 环 召 是 环 总 , 《一 1，2，…， 的 次 直 和 的 必要 充分 条 
件 是 及 中 有 理想 子 环 访 ,, 7 一 1， 2 它们 的 交集 站, 一 0, 并 且 
RR— Ny. 

证 明 假定 瑟 是 及 的 次 直 和 ， 由 定义 我 们 有 ~ 妨 , 所 以 
玉 : 实 屋 一 和 ， 这 里 六 ,是 同 态 核 .， 因 此间: 蚌 瑟 的 理 查 子 环 .再 假 
如 一 的 雪 元 ， 即 7 一 0 因此 了 一 
(9, 0 ,所 以 站 瑟 =0， 汪 是 条 件 的 必要 性 成 立 ， 

反 过 来 ， 假 如 入 是 如 的 理想 于 环 ， 并 且 了 六 :一 0 我 信 命 
RR 一 及 一 各 nu 基 及 射 列 妨 上 的 回 态 , 站 :是 它 的 同 态 核 . 于 是 对 
于 吾 中 任意 元 ”, 我 们 有 ofr 一 mE Ri， 显然 在 忆 的 二 和 及 ,十 
吾 3: 十 … 中 ,由 所 有 
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形成 的 环 请 是 吾 :4 一 二 2,…, 的 次 直 和 ， 下 面 我 们 来 证 明 及 与 
兹 ' 间 构 . 
我 伯 傅 吾 中 元 了 与 1oatz] asf 对应, 即 
人 -Tar Gaofr oo 
显然 它 是 五 射 人 到 BB 上 的 上 映射。 因为 
Gir oT) Fo, gr = ros), 
所 志 Cd 
= {gm sonfyri ee) ls), gots), "*), 
TB Sor), Os 8), ) 
= {ry, ref fi) rol 8), ) 
于 是 开 与 R 问 态 , 因 用 ~ 情 ， 抽 因为 gir) 一 0 时 , ?EN i=1, 
2,…，, 得 但 六 :一 0, 所 以 7 一 0, 因此 避 宇 BR'， 这 就 是 说 , 召 与 吾 ， 
1 一 工 ,二 的 次 直 和 同 构 ,所 以 条 性 的 充分 性 成 立 。 


子 基 定理 得 证 . 

下 面 基 页 柯 勃 进 关于 半 单 纯 环 的 主要 析 造 定理 . 

定理 如 半 单 纯 环 是 本 原 环 的 次 直 和 . 

证 明 根据 $7.6 定理 生 , 如 的 所 有 本 原理 想 子 环 六 :的 交 
集 站 六 一 洲 地 荐 由 上 定理 , 站 是 总 一 六 的 次 直角. 叉 史 为 六 是 
了 的 本 原理 想 子 环 , 所 以 一 六 ; 是 本 原 环 ， 因 此 定理 成 立 . 

于 症 我 人 中 得 芭 

定理 8 假定 环 羡 的 根基 是 ”， 那 末 恒 一 J 是 本 原 环 的 次 直 


最 后 我 们 介绍 可 换 环 的 玫 个 重要 举 和 请 . 

定理 和 可 换 本 诛 环 是 体 ， 

证 明 假定 玉 是 本 原 环 , 而 是 它 的 极 大 夺 理 起子 环 , (对 :也 ) 
一 0 因为 卫 是 可 换 ， 所 以 间 G( 导 :BR) 皇 瑟 ， 雪 此 放 一 0 这 就 
基 涪 , 零 埋 想 子 环 是 访 的 极 太 理 想 子 环 , 即 及 除 零 理想 子 环 外 , 没 
有 其 他 理想 于 环 , 肯 因 为 叱 的 根基 是 零 ,所 以 它 不 是 瞻 零 元 环卫 
是 由 $3.6 定 理 i, 召 是 体 ， 因此 定理 成 立 . 

由 定理 > 及 上 竺 再 我 们 又 得 到 

定理 元 数 大 十 工 的 可 换 半 单纯 环 是 可 搞 体 的 次 真 和 ， 

下 讶 是 比 这 广 证 的 定理 ,由 后 所 的 定理 了 我 们 立即 推 得 

定理 6 假如 可 换 坏 不 合 非 零 的 若 零 元 ， 堵 未 它 是 整 环 的 次 
家 和 和 . 

证 明 假定 环 及 没有 非 零 的 条 零 元 , 电 后 而 的 定理 ”, 得 知 召 
的 所 有 质 理 想 子 环 六 4 一 1 32, …， 的 交集 是 零 ， 于 是 出 定 理 1. 
环 及 是 如 一 Pi 的 次 直 和 因为 P; 基 质 理 息 村 环 ， 所 以 中 一 下 是 
整 环 ， 因 此 召 是 整 环 喜 一 扬 的 次 直 和 .于 是 定理 成 立 . 

定理 Y 可 的 环 上 的 所 有 质地 想 子 坏 的 交集 是 哺 中 所 有 和 规 
零 二 形成 的 理想 和 子 环 . 


a 
er 
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证 明 因为 任意 固 零 元 部 包含 在 任意 质 理想 于 环 中 ， 所 以 呈 
的 所 有 质 理想 子 环 的 交集 包含 的 所 有 轿 零 元 . 假如 我 们 能 够 证 
明 羡 中 任意 徘 医 堆 元 了 不 包含 在 羡 的 基质 理想 子 环 中 , 那 末 定 理 
就 告 记 立 . 

假如 好 是 如 中 所 有 不 含 ? 的 各 窜 的 理想 子 环 的 集合 ， 旺 热 
型 不 是 空 集 ,因为 再 中 至 省 包含 零 理 想 子 环 . 由 冲 因 引 理 , 型 中 
有 极 大 理想 子 环 P, 这 卫 就 是 质 理 想 子 环 . 这 是 因为 ,假如 8,， 28 是 
五 中 元 , 但 都 不 在 卫 中 , 那 来 (P, 外 之 P,，(P, 本 P, 因为 了 晨 
极 大 ,所 以 wm"E CP, a, rE (P, 4b). 于 是 fr" 人 P, a) (P, = 
{PP, a5) ,和 但 +"?EPDP, 所 以 abE 了 ,因此 卫 就 是 不 包含 7 的 奈 理想 
子 环 . 于 是 五 的 所 有 质 理 想 了 坏 的 交集 只 食 叫 的 所 有 和 轿 零 元 因 
此 定理 成 立 . 

此 外 我 们 还 知道 ,一 个 环 是 体 乡 一 (2) 的 次 直 和 的 必要 充分 条 
尾 是 ， 它 是 布尔 环 . 一 个 环 ， 如 果 它 的 特征 数 是 质数 p， 并 且 对 
于 任意 元 4 有 一 4， 那 末 这 环 就 叫 懒 加 环 . Pp 环 是 有 单位 元 的 
可 换 环 . -一 个 环 是 体 世 一 :Pp) 的 议 直 和 的 必要 充分 条 件 是 ， 它 是 D 
环 ， 这 些 的 证 明 我 们 从 略 呈 7”. 


习 题 7.6 


在 可 摘 球 上 叶 , 本 原理 要 站 环评 兢 理 棚 杆 坏 , 但 质 理 根子 环 示 一定 是 林 
原 垦 人 恨 -天 环 , 让 是 为 站 你” 


S7.7 本愿 环 , 稠密 环 
我 们 知道 ,假如 了 f 是 环 及 的 极 大 左 理想 子 环 ,如 果 (Mf: R) ~ 
0, 那 末 五 就 是 本 原 丈 ， 前 面 我 们 已 经 介绍 了 本 原 环 , 这 节 我 们 将 
进一步 讨论 本 原 环 的 构造 ， 主 要 就 是 证 洲 下 面 著名 的 桥 柯 吉 逊 密 
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度 定 理 . 

定理 1 人 根 定 吾 是 本 原 环 ,型 是 它 的 极 大 左 理想 子 环 , (型 : 动 
一 0， 百 是 下 = 五 一 于 的 自 车 态 环 ， 羡 是 台中 与 下 同 梅 的 手 环 ， 
五 是 吾 中 所 有 与 五 ' 中 任意 元 能 够 交换 的 元 形成 的 体 ， 那 末 号 是 
于 的 向量 空间 天 的 筒 密 环 ， 

下 面 我 们 来 分 段 证 明 . 

首先 我 们 来 建立 R， 因 为 汀 只 是 五 的 左 理想 子 环 而 不是 理 
想 子 环 , 所 以 五 一 五 一 NW 只 是 加 群 ,一 - 艇 不 成 为 环 . 假定 a' 是 把 号 
中 元 ?7 变 为 ar, gE 情 . 的 自问 态 , 那 末 召 中 所 有 象 a 这 样 的 自 局 
寒 构成 与 召 同 梅 的 子 环 R'， 这 是 因为 由 十 P= 人 (8+)'，0'b' 一 
(gD 和, 显然 a>04' 是 中 射 到 BR 上 的 则 本. 再 因为 @ 一 0 时 ar 一 六 
妈 arEMH, 所 以 aE (有 对 :有 R) 一 0， 因 此 上 述 同 态 是 同 构 . 于 是 及 守 
RB', 

再 我 们 来 证 明了 是 体 . 

定理 & 假定 了 是 下 中 所 有 与 BR' 中 任意 元 能 够 交换 的 元 集 


合 , 即 


有 五 一 1 天 ,or 一 人 oa YF' 是 RR' 中 尾音 元 }， 
那 末 号 是 体 . 
证 明 了 显然 是 环 . 并且 有 单位 元 ,因为 互 有 单位 元 . 
假定 a 是 了 中 非 零 元 ， 闭 末 {ar} 是 站 一 六 一 本 对 于 的 象 
集 ,我 们 先 来 证 明 {ery= 忆 ,因此 古 瑟 射 到 玉 上 的 自 同 态 ， 
因为 x 关 0 ,所 以 fary 二. 国 此 吾 中 有 元 全 ar 大 0, 即 ar€EXM. 
又 因为 形 是 概 大 雹 理想 于 环 , 所 以 由 时 太 er 生成 的 闫 理想 子 环 
就 是 怕 ， 十 是 对 十 只 中 任意 了 xz, 我 们 就 有 
让 一 虽 二 GUY 十 nr 他 和 型， 4 下 和 是 更 数 . 
因为 a€ED， 记 以 aar=agr， 因 于 和 = 二 altar 十 WY)}， 于 基 ww 一 
ar 于 nz) 这 就是 说 , 对 于 五 中 任意 元 wz。 我们 有 YE {er}, 所 以 
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{ar} ~K, 

再 我 们 来 证 明 a 蚌 及 的 自 同 构 . 

假定 ar 一 0, 那 未 or 天, 如果? 忆 于 , 因为 型 是 家 大 左 理想 
子 环 , 记 以 只 中 任意 元 5 可 以 宇 成 

Tz 二 WW 十 7 十 Ww，m 万 Af，gBR，n 是 整数 ， 
因此 

ar—omtanr tar =omiaor nar Ny, 
即 咱 一 4， 这 与 e 关 0 的 假设 不 台 . 于 是 ?E 形 、 这 该 是 说 ，or 一 在 
时 7 一 0, 所 以 a 是 同 构 . 

于 是 在 妃 中 a 有 道 “1 央 为 of 一 ra 所 以 ar 一 ma 7 因 
此 a ?ED 和 于 是 如 是 体 ; 所 以 定理 成 立 . 

因为 也 中 元 丰 间 的 自 同 态 ;所 以 五 是 也 的 向 量 空间 ,二 是 我 
们 有 

定理 3 玫 = 吾 - 开 是 体 忆 的 左 疝 量 空间 , R' 中 元 是 了 空间 
豆 的 线性 变换 . 

尼 一般 虽 是 如 的 无 穷 维 襟 间 , 但 BB 中 元 是 口 空间 下 的 线性 
变换 , 我 们 可 以 同 &7 .4 中 一 样 , 把 有 R' 中 元 用 元 素 是 力 中 元 的 无 
穷 阶 矩阵 表示 . 我 们 椒 这 样 做 , 因为 这 样 我 们 就 无 法 再 推 得 其 他 
性 质 ,我 们 用 另 一 个 概念 来 去 达 ， 

下 面 我 们 介绍 一 个 重要 概念 . 

定义 ”假定 扩 蚌 性 总 的 ( 左 ) 庙 基 窑 间 ， 卫 是正 的 钱 作 变换 
集合 ， 如 果 对 于 厂 中 叶 个 任意 线性 无 关 的 元 wa, …， mw 及 任意 mm 
个 元 三 gs 在 了 中 有 把 >2 的 线性 变换 , 那 末 人 加 做 对 于 
六 是 如 重 可 迁 ， 旭 果 对 于 任意 和 了 对 于 广 都 是 %% 重 麻 迁 ， 质 玉 
守则 敌对 了 -六 是 秽 察 的 很 如 全 又 成 环 ， 闭 末了 又 叫 艇 玉 的 移 

这 里 上 一般 是 无 穷 维 衬 间 而 不 是 有 穷 维 空间 . 假 姑 大 基石 
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的 % 维 空间 ,由 线 代数 得 知 ,F 的 所 有 线性 变换 形成 的 环 就 是 全 逢 
阵 环 五 ， 六 因为 在 下 的 线性 变换 中 有 把 玉 中 任意 % 个 线性 无 关 
的 元 变 为 仔 意 半 个 元 的 线性 变换 ,内 此 D, 是 的 稠密 环 , 二 是 注 
足 极 小 条 件 的 非 技 零 单 纯 环 是 稠密 环 . 因此 槛 特 却 ~- 阿 了 第 二 构造 
定理 是 密度 定理 的 特例 . 

下 面 我 们 米 证 明 总 是 DD 空间 五 的 狗 密 环 . 

假定 4 二 0, ZE RR， 部 术 如 人 一 互 ， 这 是 因为 B' 中 元 a' 是 把 4 
变 为 az 的 自问 态 . 所 以 Rw 是 R' 空间 五 的 子 空间 .又 因为 型 是 
吾 的 极 太 太 理 角子 环 , 所 以 及 是 有 BR' 的 既 约 空间 . 因 此 Bx=0 或 
R'x 一 让 ， 如 果 Bz 一 0, 闭 末 由 7 后 成 的 空间 是 总 的 真子 空间 ,这 
与 站 是 至 ' 的 既 约 空间 予 持 ， 所 以 Bw== 尼 ,于 是 对 于 忆 中 任意 元 
天， 9, 在 RR' 中 有 元 使 YF 一， 这 就 是 说 ,BR' 对 于 号 空 间 芋 
是 1 重 可 迁 . 

肖 假 定 zy， ……， 本 下 中 个 线性 无 关 的 元 ;名 …, 加 是 六 
中 任意 % 个 元 , 如 时 在 BR' 中 能 够 找到 a 使 

Qi 一 0 ， qi2j 一 DD， 必 村 
四 为 已 是 1 重 可 迁 ,所 以 在 如 中 有 元 ,5=1,…,n, 存在 ,使 
名 (als) yi. 
命 2 一 By 十 … 十 Biah, 那 末 
i= id 十 Bah) wi 一 biaiTi— 

因此 只 要 下 面 的 定理 成 闷 , BR' 就 是 豆 的 再 密生 了 . 

定理 4 假定 岂 症 蕊 空间 压 一 吾 一 本 的 天 维 地 空间 , x€ 
秋 守 久 , 撮 末 BR' 中 有 元 站 使 4 多 一 和 az 天 0. 

证 明 ”我 们 用 归纳 法 来 证 明 . 

当 %=0 时 研 =0， 这 时 RW =V， 根据 前 画 证 得 性 质 ， 对 于 
0 有 如一 上 R， 这 就 是 说 ; 她 中 有 元 zz 使 x 上 一 0, az 生 YW， 央 此 
n= 人 0 时 定理 成 立 ， 
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假定 对 维 数 < 的 子 空 间 定 理 成 立 , 下面 我 们 来 证 明 玉 的 维 
数 是 中 时 征 埋 仍 成 立 ， 

我 们 把 W 写成 

W 一 下 :十 也 9y， 

这 里 信 ! 是 了 空间 琶 的 % 一 1 维 子 空间 命 B' 中 所 有 零 化 Wi 的 
集合 为 驴 , 即 SH 一 9， 根 据 妇 纳 法 假设 ,， Sy z0， 显 然 六 是 吾 的 
左 理想 了 环 , 因此 Sy 是 BR' 空间 及 = 情 一 并 的 于 空间 .所 以 Sy 一 
中. 假如 民 中 零 化 下 的 元 也 辣 时 都 零 化 x, 我 们 命 >ax,a EE， 
那 末 这 映射 是 &' 空间 中 的 自问 态 . 这 是 因为 , 由 mgyr->gaz，asg-> 
aa 如 果 axy 一 Qoy, 那 末 (a 一 6229 一 0, 但 和 w 一 42E8, 所 以 一 a 
零 化 这;, 问 时 又 零 化 y, 因此 零 化 开 . 根据 假设 , 它 也 零 化 2， 即 
gw 一 QT ， 用 8 家 示 这 自 同 态 ， 于 是 afeg) 一 4x， 岂 由 (ze 一 
9 ad， 得 wor (tag 站 一 六 ae 的 )， 所以 or 一 ra 即 a 与 B' 中 任意 
施 能 驶 交换 ,因此 aED， 十 是 a(z 一 09) 一 0, 妈 Siw 一 og) 一 0. 根 
据 归 钠 法 假设,z 一 awy EH 所 以 2 十 oy EW， 这 与 2 万 W 的 
假设 认 盾 .因此 硬 中 零 化 WW 的 元 不 同时 都 零 化 z， 所 到 定理 成 
立 . 

于 是 上 面 的 密度 定理 完全 得 证 . 

假定 六 是 体 品 的 向 量 空间 , 召 是 了 的 线性 变换 形成 的 环 , 根 
据 上 南 密 度 人 定理 的 证 明 , 如 上 杂 下 面 两 个 条 件 成 立 ; (ij 呈 对 十 六 是 1 
重 可 迁 : UDF 的 自 同 态 坏 到 中 所 有 与 瑟 中 任意 元 能 名 交换 的 元 
形成 的 环 就 是 如, 孝 术 电 县 是 六 的 移 密 环 . 

定理 假定 下 是 体 乓 的 向 量 空 间 , 吓 是 下 的 缆 性 恋 换 形 
成 的 环 ,如果 如 对 于 矿 是 守重 可 迁 , 那 末 五 是 稠密 环 . 

证 明 只 要 我 们 证 明 在 上 的 目 同 态 环 中 所 有 与 召 中 任意 元 
能 够 交换 的 元 s 是 在 长 中 , 那 林 中 就 是 了 的 稠密 环 了 . 

假定 是 中 非 零 的 元 ， 如 果 也 弛 名 性 泡 关 ， 那 未 在 总 中 
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有 元 Y, 使 YY 一 站 ,站 8 基 和 站 ,于 是 rr 和 0, 这 与 +r 一 0 蔬 看 .所 以 二, 82 
盖 性 相关 ， 于 是 在 五 中 有 元 os 使 
Ga 8, 
再 假设 y 天 0, 同样 我 们 有 ayy 一 sy、 合 yg 一 ax, 4€ R. 于 是 
Oy) =) ~ (ot) ~ 0 (Gt) — Ad. 

所 以 qz 一 ay， 妈 s 一 os, 这 就 是 说 8 是 下 中 元 .于 是 定理 成 立 . 

下 面 是 密度 定理 的 道 . 

定理 4 假定 中 是 体 五 空间 , 召 是 下 的 线性 变换 形成 的 环 ， 
如 果 吾 是 玉 的 工 重 可 迁 , 那 末 吾 是 本 原 环 . 

证 明 假定 2 关 0 是 扩 中 任意 元 , 因为 召 是 和 的 圭 重 可 迁 , 所 
以 Ro 一 了 .人 辣 开 一 各 E 下 | 一 外， 显然 于 是 六 的 堪 理想 子 环 ， 
并 且 闻 天 五 ， 干 是 ( 导 : 忆 二 {rERIrRE 用} 一 0， 这 是 因为 ,出 
4 玉 三 村 得 ”8 一 0 即 ru 一 0， 这 就 是 说 ,7? 把 下 中 任意 元 变 为 山 
因此 r=0. 

下 而 我 们 再 证 明 于 是 号 的 极 大 左 理 想 子 环 ， 想 定 有 R 的 左 于 
想 子 环 各 习 上 时， 那 术 有 书 中 有 元 x 三 入,， x 于 ， 因 此 wv 关 0， 于 是 
Bev 六 ,因为 RzCCW, 所 以 Nv= 玉 ,假定 7 是 R 中 任意 元 ,rv 一 
1 那 林 六 中 有 元 % 使 Ww 一 太 1, 于 是 mm 一 ro2， 即 各 一 让 0 一 站 ,因此 
及 一 PE 有 以 ?一 #8 一 2 ,这 就 是 说 了 呈 生 入 ,十 是 吕 = 入 ,因此 
型 是 所 的 极 大 闫 理想 子 环 ， 

于 是 总 是 本 原 环 ,所 以 定理 成 立 ， 

要 注意 的 是 ,这 时 召 不 一 定 是 区 空间 六 的 竹 密 环 , 一般 它 是 
包 会 到 的 体 避 的 至 间 广 的 稠密 环 ， 警 如 六 是 复数 体 看 成 实数 体 
所 的 向 量 空间 , 吾 是 复数 体 看 成 为 所 的 空间 丰 的 线性 变换 形成 的 
环 , 对 二 0 关 4EF， 显 然 站 2 一 太 ， 玉 此 吾 是 太 的 工 重 可 迁 , 所 以 
恒 是 本 原 环 . 但 忌 不 是 环 的 空间 六 的 逢 密 环 . 这 是 因为 , 于 4 
是 六 中 对 于 王 线性 无 闫 的 元 ， 并 且 总 中 不 存在 鸽 (6 十 0)1~=1， 
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(十 且 )8 一 工 的 元 4 二 有 所以 吾 对 于 吾 的 玉木 是 2 重 可 迁 ， 因 
此 兰 不 是 去 的 护 的 竺 密 坏 .和 青 我 们 和 容易 得 知 〈 后 面 习题 2， 在 
VY 的 自 回 态 环 中 , 万 有 与 吾 中 任意 元 能 够 变换 的 元 形成 的 性 基 复 
数 体 , 即 卫 = 匡 , 于 是 娘 是 对 于 上 的 六 的 稍 密 环 . 

由 鞋 定 理 我 们 立即 推 得 ,假如 忆 是 癌 量 空间 六 的 线性 变换 形 
成 的 翻 密 环 , 那 末 召 是 本 章 环 ， 

根据 十 面 密 麻 定 理 我 们 不 第 得 到 下 商 本 原 环 的 两 个 性 质 . 

定理 了 假定 吾 是 林原 环 , 如 桌 吾 中 任意 元 的 平方 是 吾 的 左 
氢 正 则 元 , 那 末 吾 是 体 . 

证 明 假定 召 是 体 只 向 明 空间 扯 的 短 密 环 ， 如 果 能 够 证 明 
F 的 维 数 是 1， 屠 末 羡 就 是 体 了 ， 

假定 x,y 是 中 任意 两 个 线性 无 关 的 元 , 那 示 五 中 有 元 a 使 


dt =Y, Aay=—%, 


即 Tr YY, 
但 入 是 召 的 左 拟 正 则 元 ， 因 此 在 召 中 有 元 请 使 时 十 十 5 一 0， 
于 是 
【92 十 而 十 旋风 一 GE 和 十 再 十 Br 一 一 各， 
即 4 一 ,这 与 z,Y 线性 无 闫 的 殷 设 予 辱 . 这 就 是 说 玉 中 任意 摧 个 
元 都 线性 相关 ,所 以 F 的 维 数 是 1， 于 是 定理 成 立 . 
定理 8 假定 吾 基 本 诛 环 ， 并且 对 于 县 中 任意 歇 元 4, 了 有 
Gin 一 bo 一 (ap 一 pla, 邯 未 吾 是 体 . 
证 明 ”假定 罗 3 是 三 中 任意 映 个 线 注 无 关 的 元 ， 那 末 五 中 
有 元 4, 5 使 
Ur, Gy=—2, br=y, by=%, 
山 计 算得 
utab—ba)r= —2y, (0b bo) ar—2y, 
于 是 一 2y=23: 邯 2 一 0 所 以 Y 一 山 这 与 2 8 线性 无 关 的 假设 不 


Tel 


本 硅 环 、 先 密 坏 8 
合 ， 因 此 六 的 维 数 是 1， 所 以 瑟 是 体 , 于 是 定理 成 立 。 
最 后 介绍 满足 极 小 条 性 的 环 的 两 个 重要 性 质 . 
定理 8 满足 极 小 条 件 的 本 原 环 是 单纯 环 . 
证 明 ”假如 本 原 环 吾 满 足 极 小 条 件 ， 如 果 我 们 能 够 证 明 一 
尾 - 厅 基 呈 的 有 穷 维 空间 , 那 末 定理 就 告 戌 立 . 下 面 我 们 用 反 证 
法 来 证 明 . 
假定 总 中 有 无 旁 个 线 件 无 闫 前 元 wb 一 1, 2 …， 因 为 吾 中 
所 有 有 零 化 2 …， zw 的 元 形成 总 的 在 理 起子 环 to 由 定理 4 上 ;大 
了 pb % 天 jj， 于 是 妨 的 左 理 想 和 子 环 而 
Li DE DOD, DO 


有 无 穿 项 ;这 与 号 满 是 极 小 条 件 的 假设 不 合 . 因此 也 空间 下 是 有 
穷 维 的 .于 症 定 型 成 立 . 

甩 人 了 .6 定理 2， 我 们 得 知 半 单 纯 环 基本 原 环 的 次 直 和 , 假如 
环 又 满足 极 小 条 件 , 我们 就 有 

定理 10 满足 极 小 条 件 的 半 单 纯 环 是 有 穷 个 单纯 环 的 直 和 和 . 

证 明 ”和 健 定 吾 蚌 半 单 纯 环 ， 它 与 本 原 环 召 一 如 一 二 2, … 
药 次 志和 同 构 .这 里 六 ,是 豆 的 理想 子 环 ， 因 为 召 允 满足 做 小 条 
件 ,所 以 


AD 和 人 古人 
只 有 有 穷 项 . 但 Nn N=0, 天 此 我 们 肥 有 穷 个 NN;, 友好 1 
使 站 入 一 0， 1 3- Wise0。 再 由 定理 9， 本 原 环 及 到 ,是 单 


J 


纯 环 ， 记 以 俯 ; 是 县 的 极 大 理想 子 环 ， 于 十 (入 并) 一 此， 因为 
MN N= 站 入 = 0， 所 以 了 刁 = 六 十 吝 |， 及 因为 并 : 宇 中 一 六 | 碳 


刀 一 六 :是 单纯 环 ,所 以 型 :证 单纯 环 . 我们 命 S 一 Ns, 下 一 二 他 
于 是 如 = 太 ;十 名 一 前 1 十 S91 如果 我 们 能 够 证 明 , 对 于 任意 二 %， 
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总 一 型 5 十 Sr, 因为 5 一, 我们 就 得 到 如 = 型! 十 … 十 弄 ,, 即 玉 
是 有 有 窍 个 单纯 环 型 :的 站 和 于 是 定理 上 成立 . 
因为 总 宇 刘 p41 而 Nxtr 是 了 BR 的 极 大 坚 想 子 环 ， 所 以 至 = Cy 
Nar2) ， 于 是 由 第 二 同 构 定理 (名.22)， 
R— Nei= (Sr, Nar) — Neri 
No (FN NE ~ Sy — Sp_1; 


所 以 Sy 一 Sari 是 单 违 评 ， 因 此 Bxri 是 的 极 大 进 想 子 环 ， 再 
因 为 形 pm 刁 Sici， 贡 st 守 Sx， 所 以 Si 一 (9g4z 于 yw) ， 导 因为 
Sua Myr =0, BR Se= Mt yri. 

因此 定理 成 立 . 

于 是 $7.3 魏 特 邦 - 阿 丁 第 一 构造 定理 是 437.6 定 理 2 的 特 
例 . 贾 柯 勃 逊 根基 是 守 零 根基 乳 好 的 推广 , 所 得 到 的 关于 单纯 环 构 
造 的 密 庆 定理 也 是 魏 特 摔 - 阿 丁 第 二 构造 定理 最 好 的 推广 . 半 单 纯 
环 的 构造 定理 也 是 魏 特 邦 - 阿 丁 第 .构造 定理 最 好 的 推广 ,其 中 引 
为 不 足 的 基本 厌 环 远 不 及 单纯 环 简单 ，1847 年 坦 郎 (B. Brown) 及 
天 珂 把 茧 权 喧 吉 根 基 和 概念 推广 ， 建 立 了 另 一 个 根基 纪 念 ， 叫 做 过 
朗 - 麦 操 根基 "+*. 假 即 环 吾 的 动 妆 - 才 珂 根基 是 他 , 那 末 吾 一 他 是 
有 单位 元 的 单纯 环 的 次 直 和 . 这 结果 与 秘 牧 邦 - 阿 丁 第 一 构造 定理 
更 为 接近 , 但 孝 朗 - 麦 珂 根基 较 机 机 乾 凶 想 基 复 条, 不 及 页 柯 勒 逊 
根基 自然 , 这 是 过 并 -~ 麦 珂 根基 不 足 之 处 . 


习 题 7.7 


1. 假 亿 下 是 体 疼 向量 室 问 , 后 是 扩 的 所 有 线性 变换 形成 的 蒜 ， 那 来 总 
是 了 的 黎 密 十 . 
2. 假定 如 是 由 (4, 匀 虎 成 的 加 群 ,这 里 a 5E ,到 是 实数 体 ,5= (1, 人 0)， 
B= 从 , 1, 了 是 如 的 自 同 态 ， 
Tao~inet ud, TB=an + dB, 
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试 证 的 自 疗 考 环 与 全 短 阵 环 Fs 癌 构 。 (2 92 是 它 的 同 构 映 射 ， 

引 -本 应 入 是 质 坏 . 

4， 本 原 环 的 中 心 是 整 环 ， 

5， 候 定 召 是 未 原 环 , 工 = Be 是 极 小 左 理 想 子 环 , 号 是 体 忆 的 向 量 空间 
刻 的 我 窗 环 , 试 证 盾 关于 了 的 维 数 闷 1 
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习题 答案 


习题 除 较 简单 钨 外 都 给 钙 尖 ,征管 非常 简 晓 ,只 作为 解 题 包 路 供 读 者 参考 榨 核 。 


习 题 1.1 
1. 任意 两 个 集 都 有 交集 与 并 集 . 
2. dyJB=B8, ANB=4 
4， ; 元 集 有 个 , 裤 纺 工 个 ,共有 子 集 Co4.084 OCTDe 2 


习 题 .党 
2. 这 时 整数 集 分 为 邱 类 : 0 1, 2, 3 二 
3. 如果 开 有 道 rr4， 有 菠 末 = 11， 冉 候 如 fo) 一 拉 ， T(z9) =Wa， 如 果 
凡 一 芒 : 到 求 Ti Tt BL za 十 是 是 可 迹 的 ,所 以 有 用 
5. 健 如 不 存 杠 使 s~ 间 的 已 那 末 aa 就 示人 徘 成 立 ， 


习 题 3.1 
]. 设 有 单位 元 ,所 以 二 二 典 : 又 因为 上 -3 二 253.47， 所 以 结合 律 也 未 
成 立 。 
2. 成 为 许 , 群 赤 为 
1 5 2 ud 10 1 0 
二 这 时 or 人 1 ) 2 一 人 0 _ 
引 人 
4 bp 和 = 1 0 = 一 i 0 
+ i Hab Ol ol 
| ce 6 d 
人 
好 让 Ea? I a=+, b= 1, 
了 
人 1 
ode Fr cor, i- 多 
ee a 了 一 
WH dh ri .1? 
e * ee Fo di 8 1 了 ri”" 
fifFfaeb ed 


习题 答 塞 817 


a. ney poy, 1 = ich, 91= (ed'p) 
ts—= (acbaey, tstT1l— (obedy, sls t= Cabey tic), 


5. 

1 2838456 这 里 1 二 (C1)，2 二 代 匣 ， 
1|11334556 3 二 中 区, = 员 伯 ， 
2|12716543 50128, 5= (132. 
31351T 6 加 
a | 了 5 1 3 3 到 | 区 一 位 三， 二 六， 号 二 一 
5 2 57.4(=3)} 

各 | 和 二 名 


6， 因 为 aDYy? 二 abab bs, 所 局 6 一 是 ， 

了. 由 (faby (Coby ae, ith (ba) ~ abirs me, 得 ba 的 一 (ob ney, FF 
了 PP 一 Pa 

8&. 因 汽 恕 思 非 可 换 群 ， 所 记 共 中 存在 全 1 二 4 的 元 e， 命 刘 一 人 4 ， 那 本 
二 be, 

9， 由 d= 在 如 中 青 解 及 消 卉 律 得 知 9 是 可 道 鼎 射 ， 再 因为 995 中 
DO 一 二， 所 ao 一 Op 

30. 十 33, eichie) 一 ab 因此 我 们 桨 gao C9 一 061, 全 站 一 必 一 
ec 1 吨 符 了 Te 一 人 人 全 一 GT， 又 病 4 一 珊 ， 和 一 
得 拓 音 律 (283 一 《2 的 2 2 一 部 (2 ， 


习 是 2.2 

2, ZNND), CY, CD By, 0, ca, G0, (0 =, 

号、 隐 为 可 王 六 天 一 1， 记忆 :一 1， 因 此 yam， 和 证 亲 为 (ah 一 
bm 1 
因此 wnlr, 所 LY 一 mn 

双 假 各 吕 二 7 府 ，1p 是 pp 
代 qf 前 阶 为 大 太 ，5 理 的 看 罗列 ,所 甩 ,5 人 褒 的 阶 流 并， 

在 ， 报 如 31 6 二 工 如 果 呈 hr， 那 末 纪 , 基 的 最 小 公 倍 8 宇 古 ， 二 是 站 
卜 有 欠 沟 4 欧 工 ,这 与 假 过 不合。 

8， 由 为 在 恒 排 到 可 以 写成 在 环 排 列 的 禾 积 , 并 月 

2 
9， 因为 让 =iD,UiD=(1 (020(127). 
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辐 
IT—+ TO) , 
sg 即 Yei(afay) 一 dm。 


可 【人 1)- 一 ~ 他 休 下 《 


GT 


可 题 2.3 
T3406 时 , (9 的 元 数 是 邓 的 元 数 的 因数 , 因此 = (0). 
2. 圭 于 任 一 不 在 理由 的 mm, = JnH, GG=HUHa, 所 以 aH~= Ha., 
8. Gof yedt ,DK boK UYU- 时 ,如果 mbyKE Neb 从， 
那 末 i 于 是 6 =e bbe! tH， 所 以 % 二 4 因此 如 = 即 1= 记 ， 


一 人 

地- 息 定 全 = ,ITI=(tan), 于 是 GG=HUa8U… Uo!1f8， 所 以 (G&G: 
Hl=r. 

5， 当 a .BH 一 abH 时 ,nb 二 abhi, 因 此 Bhb-1€ HH, 

6. 引用 3,2 涪 题 10， 得 知 民 2), t3 抽 五 为 共产 ,， (1 引 C 避 和 ,C144) 
仙 引 ) 互 为 共 纠 , 23) 避 抽 自己 共 辆 ,因此 Bs 的 中 心 为 人 DD, 芒 2DC3 失 }, 正 
规 子 形 有 


{0D, (1 2, 3d, (1 2634}, 

{1), CQ 2084, (4824), (1 D2}, 
(T4228)=01324) i), (D3D, I42, (1324)}, 
二 s 的 对 型 ,3 元 的 有 六 个 : 

DD), COB dt , DD), 1 DED}= DEH), 
41, (L402 -= I 4) (2 3); 
3 元 的 有 二 个 : 
C92) = A132, C0820)= (0 4), ((134)= 0(143)), 
C230)=(024D); 
# 无 的 只 有 1 个 
Ba={(h), Da), CHE, (TE}, 
它 没 有 日 元 子 群 ,只 有 吾 : 是 让 吉隆 群 . 
10. 假如 开店 一 + 天 7 时 ,有 适当 的 和 使 oro 从 关 六 那 末 总 的 中 心 
就 是 单位 元 妊 ， 取 避 一 05 有 二 放 显然 oT0 1TG) 一 息 
11. 假设 吾 是 品 的 正规 了 群 ， 豆 条 如 吾 关 44 已 关 单 位 元 群 , 那 本 


人 ei 


可 茹 管 案 319 


人 i) 不 包含 再 撞 训 ( 信 ,13), 生生 (2, (3, (3 汪 , (1239，, 
(2i31.71 324), 们 342),{142 号 3， ‘1 432), 这 是 因为 如 此 HH 包含 民 2), 大 BE 
宋 它 也 世人 台 旨 2 人 忠信 入 = 企 的 ，(3 忆 (有 人 3 和 一 民 贡 ， 于 是 互 -8 
冯 如 昌 呈 外 侣 上 334)， 那 未 它 记 包 人 洁 人 3 人 23334123 一 3433， 同 
祥 它 叉 包 含 共 余 四 个 (1 249, (24324), {1142 区 , (1432)， 十 是 它 包 合 
代 234(1343) 一 但 电 , 表 加 上 单位 元 广 , 五 最 少 包 含 13 个 元 , 国 此 并 二 8 

iiy 不 包含 个 排 314:123}), {1 32), (1 24;, 42),1t1 34), (1 43), 
(23 抽 ,C243). 这 是 因为 如 果 刀 包含 人 2 3 , 它 也 包含 (3 十 (123)(3 4 一 
(2 , Er 天 三 4 

i = 1}, 这 是 因为 由 
8 2.2 习题 10, 二 个 对 换 的 和 的 共 彼 仍 为 二 个 对 接 的 积 ,但 54 中 二 个 对 接 的 
各 内 有 上 面 三 个 ， 攻 砂 五 是 闸 的 十 规 子 和 群 . 

19. 假如 五 是 8utn> 4) 的 正规 子 群 ， 因 为 互 n 4。 是 4。 的 正规 子 群 
所 以 吾 3.4= 4L 或 刀 1 = 单位 元 群 。 从 前 者 言 ， 百 卫 4。 从 后 者 言 , 三 
所 包 合 竟 元 除 单 位 元 外 部 大 奇 排 亲 , 并 有 它们 的 平方 又 都 是 单位 元 ， 再 这 些 
奇 排外 用 站 局 文字 的 咎 环 排列 的 泰 积 表示 时 又 都 是 对 换 的 乘积 ， 因 为 孙 如 

5 它 的 平方 就 不 是 单位 元 ， 又 吾 不合 二 个 奇 排列 ， 因 为 二 个 这 样 霖 排列 的 
乘积 是 单位 元 ， 和 是 它们 互 道 , 因 下 它们 就 术 等 。 假 如 5= 0 六 … 是 百 所 洛 
的 奇 排 列 , 命 = (5) ,天 放 邯 末 1942 一 全 从 …&€ 各 ， 这 不 可 所 以 及 是 意 
位 元 群 。 


习 题 24 


1， 因 为 G 是 河 换 群 ， 所 以 除 伍 等同 构 外 没有 为 同 构 ， 此 外 映射 有 五 : 
capy, LPey oa op ont, 由 群 表 得 知 mw 5，~ 中 任意 二 元 的 乘积 等 于 
第 三 元 , 所 以 上 面 个 一 对 一 的 映射 部 旋 辣 构 ， 因 此 有 天 个 外 间 构 . 

2. 于 腹 如 只 它 的 中 心志 过 , 那 末 它 有 呈 个 二 办 的 内 问 构 , 国 为 品 的 中 
心 适 雪 , 所 上 和 攻 有 六 个 内 丫 的 ， 

册 因 为 同 构 抬 ” 阶 堪 仍然 变 为 基 阶 称 , 所 以 任 一 自 向 构 拒 (1 29 ，(] 3)， 
4233 互 换 ， 二 个 地 同 的 自问 构 有 不同 的 百 换 ,十 是 名 最 多 只 能 有 去 个 自 状 
构 , 所 总 宇 讶 于 多 加 本， 


， TI ， 
st (0), (0), 
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二 (0) 时,$ 3-3 习题 7 中 各 关系 式 成 立 


4 因为 人 mm 下 是 台 的 子 群 , 吾 人 下 宇 玉 ,所 以 二 I 玉 是 下 的 子 群 ， 冰 

间 果 上 E 忆 门下, KCEKE, 那 未 Tok TE NH, kak 1¢e KE, Fl raile HNKR. 

5. 因为 29 二 基肥 gk 一 下 ,所 以 gg 一 ,因此 gg 下 

6. 群 方程 五 二 0 十 QD 二 qo 十 …, 得 他 本 地 工 

7 了 7. 假如 吕 的 中 心 0 的 元 数 是 p， 命 9 是 8 中 而 不 是 人 中 的 元 , 那 末 如 
所 有 与 4 能 名 交换 的 元 形成 的 群 计 居 全 ， 因 此 a E00， 这 与 假设 不 合 . 

$$. 假装 二 450 1 如 庚 = 那 未 六 108 一 地 14, 因为 如 的 中 心 
是 羊 位 元 群 ,所 以 业 吉 =e, 于 是 a 二 PB. 

9. 恨 如 6 是 中 心 避 中 任 一 元 ,8 是 台中 任 一 元 ,如果 cc', g'->9, 因为 
go=en Bhi go =ogT 于 是 EC. 

J0. 由 44 己 BeC 及 og 足 所 的 身 同 构 , 得 oCB) 安 B, 如 果 otBYcD, 合 
EB 但 ETB, b 的 得 源 屁 h, 显然 5EB, 所 Bio 1 把 -rb， 这 与 及 是 
特征 子 辟 的 候 设 不 合 。 于 是 oiB)= 如 ， 因 此 9 及 是 如 的 自 则 构 ， 所 以 
ot GO, 

.因为 36, gh 1C HPL gho eH, Wm gHo leH. 

13. 因为 84= 4 C41=HU(23AHU(ISDWTU( 4DHU (1 
HUCQGHOHUUDAIYU ADA, THIID, C3, G49, LD, (Gm, 
入 ,但 扩 中 只 有 党 训 雍 够 与 及 交接 , 所 以 瑟 的 正规 化 群 玉 二 F102 39H. 
机 内 沪 Sy 一 下 O20EU (O32)RYU {140K, 二 是 它 的 共 赤 子 群 足 

EH- {DD, (38. (243, 1287 3 = 1, (14,134}, 
(33177O233 =1),092d,(149}, 
(dR)=10,(132),029}, 


导 惠 


习 题 2.5 
工 国 沟 人 =- 和 34s 4 一 PU 20BU{13D8, 所 MM SG= RU 
BQ 3NB EL SB TD， 
(DN, 23 (30}. 
3. 假定 0. 一 09a 如 准 oo 一 1 那 末 096 一 入 即 ag 一 ga, 所 以 ae 
避 。 因 此 同 访 术 是 女 . 
5. 假定 如 一 G， 同 态 核 是 五 , H' 是 的 子 群 , 媚 是 吾 ' 在 如 的 完全 象 


ee re 
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源 ,于 是 玉宇 B/E. 
,ga 一 91 是 逆 同 构 上 映射， 


习 题 3.1 


1， 分 配 律 休 成立 . 
- 2. 成 环 ，(1, ] 是 单位 元 ，{0, 0) 是 堆 元 ,i 四， 加 8) 部 是 者 因子 ， 
(ay 丰 的 遂 元 起 <a7l ,51), 
引 假如 8 二 9 ,着 时 ;如果 有 ez: 那 末 a5'ap 一 b= 但 ， 比 不 可 。 叉 概 
吉 有 梧 1 因为 mp 让 absateg 十 天 一 曲折 以 AR 二 起 又 是 站 的 右 道 .再 假如 
ab=0, 囊 未 2pnweg=de, 十 起 dba 一 咎 ==0， 刀 果 a 只 有 一 个 右 首 元, 因为 它 
不 是 左 等 关子 .所 El ba==e. 
8， 网 光一 rej4 一 0, 
8. 假定 吾 ;: 是 1 行 了 人 列 的 天 是 二 ,其 余 元 者 是 各 的 方 阵 ， 因 为 (五 ,一 


本 
三 1 | : 人 二 和 | 于 是 dua—= i= 0, 二 全 一些 ， 因 赎 


> nes 
C7) = 0 
.假如 只 一 9 + 芭 玉 ， 因 为 (ara 一 47)?7 一 0 站， 所 以 9ra=ar， 闻 样 ay 一 
7 a 
10， 由 =20, 我 们 有 20 一 0, 妈 4 二 一 &。 叉 由 避 十 站 ?=4+6 得 吧 十 
Ba 一 0 所 以 中-pa。 


习 普 3.3 


一 

， 辟 如 5 了 3 截 是 2-. (人 1 的 零 因子 。 

假 部 中 下 一 Pr， co pa， 那 来 【ro 天 二 CC CT 二 RT 

， 因为 矣 当 本 58 -bi ej 一 dy(e+tbiroitdr}= (th ie de 
市 的 复数 ay by cj 总 可 征 虹 十 配 十 如 本 出 一 9， 所 以 这 时 ae 二 如 十 cy 二 dh 是 右 
等 困 士 。 


和 多 中 


习 题 3.3 
] ， 因 为 旦 是 加 群 ,~ 所 以 信也 是 加 群 ， 再 访 中 结合 律 ， 分 基 律 可 


~ 和 加 i iii di rr 
下 ~ TH 
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以 与 3.5 定理 1 的 证 明 类 人 丹 证 归 , 所 以 8 忒 环 ， 又 因为 乘 群 的 同 态 鱼 仍 热 
是 乘 群 ,所 以 当 吾 是 体 了 时，3 卉 是 体 ， 

3. 如 果 辐 购 , 那 林 0 一 上 e， 设 4 一 一 于 是 2 一 e 所 沁 3 一 0， 因 浊 2 一 
人 0， 和 表 设 eb, 那 末 术 =e, 因 为 如 一 和 = (6 一 0 由 二 扑 一 0, 所 以 =0, 即 ee， 
此 不 可 . 


6 因为 o(0 Th 人 0 (Dr( 9) 好 


人 
是 同 构 上 觅 对 ,所 以 它们 形成 体 . 
习 题 33 委 


1. 有 理 数 休 包 含 这 整 环 ， 市 有 埋 数 体 是 质 体 ， 所 以 它 的 商 休 是 有 理 数 
体 ， 

3. 0 十 工 是 单位 元 ,所 有 形状 各 ae-+0 的 元 形成 与 互 司 构 的 环 , 所 有 形状 
象 0+m 的 元 形成 与 2 同 构 的 环 . 


习 题 3.8 


夺 ， 当 吾 是 大 堆 岗子 环 了 时 ， 六 深 多项式 与 nn 次 多 项 式 的 乘积 就 是 1w 十 坟 
次 多 项 式 ， 


习 题 3.8 


1， 所 有 形状 象 4; 的 整数 齐 北 数 环 中 形成 主 理 起 了 环 (4) ， 但 在 偶数 环 
中 形成 的 不 是 主 理 想 了 坏人) 向 起 人 (8). 


5. 在 有 [要 中 ， 假 如 他 2) 一 (fiw))， 那 末 4= 二 rf(p) ,9 一 f(z)。 工 是 
f(z) 一 2, 因此 ?到 EZFo]， 在 人 [中 Cr, 2) = (3)， 


6. 因为 jr} 一 Dg) tatbr, 了 (az =a+ bre, 所 以 十 三 -了 十 5 
是 它们 的 同 构 映射 . 


可 亚 若 案 S23 

7， 因 为 S~S' 的 间 态 械 关 ES8, 又 对 EN, 所 以 MESNN=0， 

8. 假定 本 是 一 (中 非 零 理 很 子 环 ， 厅 4 本， 那 末 4w 关 00n"), 但 
(ra 二 sp", 因此 中 一 ra 二 5&pm 一 YEGE 巡 

939， 很 定 五 中 所 有 形状 人 象 ra", YE 吾 ， 的 元 形成 揭 理 想 子 环 是 4， 因 为 
4 9， 中 必 有 相同 的 , 命 4 二 4, 也 天 那 末 pam 一 ra 于 是 . 
b 一 atrawm"m), 略 此 az=b 看 民 中 有 解 . 

10. 假定 瑟 有 单位 元 1, 那 末 中 心 0 丰 0 命 cEV, 因为 瑟 是 吾 的 理 塌 
子 环 ,并 纪 到 六 0, 所 以 r= 二 了 R, 因此 ce 一 1 即 0 一 et， 六 园 为 0 一 cr 二 
erro eere =re, Fe Ed. 

得 要 如 开 的 中 心 全 0 命 和 E00, 因为 Be 一 eR, 如 果 Rr 一 0, 那 末 tc) 就 
是 五 中 和 媒 于 零 的 理想 子 研 .二 是 {e) = 了 该 与 奶 不 是 天 零 环 的 假设 不 合 ， 所 
也 站 一下， 困 此 ec 二 ce 二 +， 如果 rc 二 868, 那 未 2 引 二 erec 一 er 一 cr 一 9。 所 以 
是 五 的 单位 元 。 


习 题 3.% 


1, (C6: (D0, (D6), (3): (0 =R, 

93. Ha, ABC=CAIB OTA:0=4， 人 Da 因为 BC 
BNO, 子 以 A:(BNOY 人 EA4:BG 二 =A, 周 比 :KBPney 4 (和 -全 ,因为 
BNOGB, 所 六 A:BA:{BNO 4, 因 于 4:B8=4., 

68， 内 为 (4, BY 二 时 ，4B=4nB， 再 因为 (4, 了 一 (4, 0 一 及 
时 , (4, BO) =R, 所 Ll ABC = ANBO=ArBNG. 


习 题 3.8 


4， 央 为 人 @[w] 一 C0 人 合 , 所 以 (w) 是 无 零 因子 环 . 

2、 男 为 2[4] -my ~ ,所 以 (四 是 质 理想 子 环 ,又 因为 2[z1 一 (2, 办 
部 一 (全 ,所 以 (8 四 是 极 太 理想 村 环 . 

3. 假定 (2+ 如 (ed=0(D， 那 来 (G+59(O+ =0nC3, 但 当 
全 圭一 0() 人 时 a 二 0, 二 0 央 为 rn 时 忆 EI 所 所 (33 足 撕 理 租 子 环 。 

六 因为 83 一代 一 及 (十 竹 生 DLL 十 站，1 一任 二 (一 有 二 DCT+D， 所 已 
4 二 机 二 2 二 0 或 1， 于 是 3[ 让 一 入 十 六 一 人 0, 下 兰 肛 一 (人 人， 因此 往 划 是 
极 大 型 想 子 环 . 

5. 因为 Pw 有 4， 所 以 Pc4， 命 Pe 了， a€4,4EP,r 是 及 巾 任 一 元 


ee Re EE EE TE Tt he em i 
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因为 rYae 4, 所 Bl ra:p=arpe, 因此 rpeP, 

6， 假定 让 是 号 的 极 大 理想 于 环 ， 如 果 aEN, EN, 那 二 CN, 外 一 R， 
(了 一 让 .于 是 fw, ON, biN, gb) =R, 所 以 WEN. 

了 必 理 杀人 千 绰 定 建 工 的 充分 计件 证 法 即 得 . 充分 条 件 用 定理 1 的 必要 
条 件 罗 证 法 ， 其 中 以 r 形 成 的 型 户 子 环 冯 伐 替 ( 鸭 ， 因 为 50 所 以 2 
CN ,于 是 名 CA, 和, 习 此 人 4 MY =R, 

8， 因 为 吾 ~… 刺 一 吾 一 六 如 杂 和 是 尼 包 含 必 的 理想 于 环 ，BDA4DN,， 
那 未 4 而 中 中 的 每 组 万 是 责 中 韭 党 的 理想 子 环 。 反 过 米 ， 如 果 有 4 是 五 中 
非 零 的 理想 子 不 , 履 末 扎 在 吕 中 的 龙 全 象 源 4 是 耳 和 的 理想 和子 环 ， 


习 是 3.9 


1. 央 海 2 一 邱 名 成 休 ,， 所 7 17119: 有 解 显然 -6 是 它 的 解 . 
2 假如 和 pw Pre -一 8 或 324 一 5 王 来 
Ct) 0, 


四 人 Sb =:3 站 所 二 552 .一 
于 是 ee ?+ =1, 
前 者 从 可 能 ,后 者 c 一 1; 9 二 作 , 因 汪 +4V 二 5 一 1 是 单位 元 . 


3， 内 为 刀 + 与 4 无 公约 时 He 也 与 4 无 公约 . 叉 当 思 与 a 无 公约 时 ， 
ra ep==1， 于 是 r&b 二 T, 所 二 5B 二 TT， 

4， 委 定 对 于 &==# 二 区, 命 Ti 二 从 十 六 B=c+ 夺 , 庆 当 取 2 一 8 i 的 
5 使 ofn -9py<wt9)， 但 cta 一 56) =o (8B.( 各 -8))-o08)c (各 -全 )， 
因此 取 适 合 of[ 叶 - 相 < 的 和 即 可 ， 因 为 


认 _《G 十 站 2 mp | poe—m. 


8 + i ero? 
如 果 台 一 wx 十 好 那 末 


人 I i ) be. -my 省 
-- 5 二 
B= (和 tr ( cd '» 


、 人 人 lacrba | {be -39 | < 到 
取 适 全 i “9 "| 


1 
3 
。 1 1 1 
的 整数 4%， o 即 得 of 呈 -二 王 + 区 


5 假定 了) 一 六 08 9 66) 一 Dy fg Ee, ob 


习题 答案 825 
因为 9 没有 公 因 数 ,b; 也 设 有 公 因 数 , 命 6 中 第 一 个 不 能 用 质数 bp 整除 的 是 
ws: 也; 中 第 一 个 不 能 用 了 整除 的 是 号 , 于 是 ti 就 不 能 用 整除 ， 所 以 5% 没 
有 公 存 数 . 


习 题 $.10 
1. 订 吾 市 只 有 一 个 孚 点 工 


习 题 4.2 


1. 和 兰 为 质 体 是 所 有 子 体 的 交 傈 ,所 以 它 让 中 心里 而 . 

吕 ， 攻 二 人 一 科 纪 十 站 二 人 和 十 辣 ， 所 以 特征 数 是 2. 

4. 假定 卫星 站 的 质 体 ,因为 如 一 % 在 尺 中 的 涩 点 不 多 于 加 个 , 种 忆 中 
到 个 元 部 是 它 的 地 点 ,所 以 在 = 古 ， 

， 因 为 2 一 :832 一 42 一 4a, 所 上 2 0 殉国 汐 呈 十 玉 一 1 十 二 和 一 时 十 
b+ttadt=utabrtva+d ,w+ba=0, 于 是 ab +3264=ta, HN db = ba, 


习 题 43 
1 一 7ua Sel]3 _ 3c-ldtao3) 1， 
下 a a a (+18), 


各 ， 一 上 十 如 号 
83， 认为 1 适合 既 的 季 项 式 泣 一 1 所 FO 一 (+1)， 


4. 网 为 we 二 3 ,所 以 下 (op 一 也 (人 D, 芭 局 Co) 是 复数 体 ， 


5. Kin Er Cot) Pay, a pls da)?, 
6， 因 为 了 Le Etel， f(y 一 0, 所 以 了 (2) 二 00p(x))。 


7 因为 二 EEC 所 以 二 :Fe af Co) 1 


悦 题 生生 
2 OO yd 
4. 
6， 和 令 划 Vb 二 1n 寺 0 ， 闭 末 5 有 7 一 12a 十 mm ， 首 先 44 := 0, 


因为 不 如 红 , 上 不 是 整数 .再 % 夺 9， 轴 为 不 如 此 ,5 有 相同 的 小 网 数 ， 十 是 
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列 一 0 因此 一 ma， 假定 %= 二 ， 耕 来 蜗 一 ra。 于 是 宇 到 人 9 所 以 7 一 
i,s 二 1， 因 此 5 二 4. 

7 因为 环 的 中 心 是 环 ,所 以 所 的 代数 的 中 心 0 是 环 , 再 假如 weEC, a€ 
五 ,显然 EC0. 

8、 假定 间 = Fw 十 … 十 FHr, 六 94, 风流 4 是 无 零 因子 就 ,ih 
是 它 的 底 , 所 以 wuz … ,at 也 是 它 的 高 , 于 是 8 一 肚 matts 一 0 芋 oy, 所 以 
oa 一 有 在 4 中 有 解 、 


习 题 和 .5 


1. 假定 ae 十 二 的 十 页 一 中 5 正人， 那 来 中 一 呈 和 Cg" 了 十 …… 
十 6 下 一 总 ， 如 上 果 辐 一 6， 撞 末 co 十 二 


可 是 上 6 
1 内 为 个 一 节 一 2 一 2=(% 一 31(224+2 二 了 ,所 以 分 数 休 是 (Y= 辐 ， 
32， 因为 让 十 4 十 3 (人 2 二 2 ME) (2+2+V3), 所 以 它 的 尝 点 是 
土 v2 一 以 可 十 VBTY3i。 义 因为 VE EK=2 CVD， 所 以 


3 因为 48 一 2 所 以 “满足 的 既 约 事项 式 六 的 的 次 数 是 2, 因 北 
了 (a 是 产 的 分 字体 ， 

5， 志 为 下 中 仁 意 巷 是 让 江 i. 有 穷 个 针 项 式 的 零点 于 下 的 体 白 ， 

6， 风 为 3 次 多项式 了 一 ta9) {一 wy -ww) 的 判别 式 D 二 {a 
0 时 ,1 是 3 个 不 同 的 实 根 , 义 因 为 

Ce A Ta) TT oy E Z La) [71, 

所 以 Hot eg, Quigg, fid) i A) E Lt). 

假如 VD EZ, 那 末 mm 一 os = 万 (ma 一 ofaa 一 as Eee ,因此 cg 
mL ,所 以 了 tj 是 台 的 正规 式 . 

假如，as EZ Car)， 那 未 VV = (人 一 aa (a1 一 Gy) (qs op) 一 GE 
如 a) 网 盯 EF 那 未 (ZC) :RI 一 2, 这 与 (名 tay) ;2) 一 3 的 性 质 了 矛盾， 所 
ki at, 即 五 是 有 理 数 的 平方 
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习 题 4.7 
1。 因为 Er, FRY EY 二 ?在 了 Ce)[ 四 中 是 既 综 . 
43， 慨 定 mm，…， 0 是 扰 站 的 零点 , 国 为 加 中 = 《a 一 oy3r 系 0, 而 
d= rr? 0, 
所 以 人 9， 9 的 个 互 异 客 点 ， 如 果 4( 芒 是 F[s] 中 gl 的 婚约 
因 式 ， hu) 20, 于 是 有 17 站 与 了 (#1 有 公共 答 点 ox， 所 以 了 8} 1htw), 于 是 
hi = 二] 是 可 离 多 顶 式 ， 

4， 假 如 所 是 完全 体 ,因为 zr 一 0 一 (xw-a5)r 有 甬 夫 点 ,所 以 它 在 F[z] 
示 是 既 约 , 十 是 xz- -aie 上 Tw], 即 5 &€ 下 ， 友 过 来 , 假如 下 中 任意 苑 的 
尼 根 都 齐 所 中 ,因为 ce 的 任意 多 项 式 

Fn = AP (FT aq 
部 不 是 既 约 , 所 以 王 o] 中 的 既 约 移 项 式 都 是 首 离 多 项 式 ， 

5 假如 下 是 完全 体 必 的 代数 体 , 尼 的 做 数 元 适合 妖 约 多 项 式 fw) 一 
和 ae 显 状 we 是 丹 约 多 省 式 江 有 一 并 人 时 的 绽 点 ,于 是 Fo 一 YCaoy， 所 
凡人 be- (bie DoEF(a) ,YE 完全 体 . 

至 假如 区 是 涉 完全 生 所 的 如 次 扩张 体 ， 轴 ，…, v4 是 中 甘于 刀 前 诡 ， 
晶 转 多，… 堪 是 ?甘于 fre 的 请 ， 王 是 [本 一 [pipe 如 办 可 一 并 Pr， 
那 术 二 kT?, 这 与 百 是 于 完全 全 的 假设 不 合 ， 亲 此 下 二 下 *。 所 以 站 是 不 完 
全 体 


6， 假 定 正中 元 a 的 指数 是 站 ， 因 为 zi -oP? 一 Go 一 oD) 在 [2] 中 是 毁 
约 的 , 所 以 及 是 下 的 正规 体 ， 义 假定 a->a 是 关于 如 的 问 值 映 船 ， 央 为 
GE 有 所 以 a EE 四, 于 是 qm 一 a'r, 因此 ag 一， 所 以 下 关于 太 的 同 信 映 
射 是 便 等 映射 。 

?7， 假定 BB 是 巴 i) 中 关 十 下 的 可 离 苑 ， 那 末 本 (8) 有 CFCB) :下 个 关于 
太 的 辣 信 映 和 对， 把 这 些 鼎 射 延 长 就 得 到 Pa) 关于 尺 的 同 仿 驴 射 ， 但 这 时 
(on) 关于 下 的 同 悄 映射 ,显然 只 有 1 个 恒 等 映 射 ,因此 (8) 一 下 即 Be 
所 以 是 玉 的 纯 不 可 次 伟 ， 

8. 艳 为 臣 关 于 下 的 缩减 次 数 是 太 基于 互 的 互 虹 问 值 瑞 射 的 个 数 . 


习 题 4.8 
1. wa 


人 5 ns 1 pmb ebb me rr Eee 
ee Ep ee eA rie ee 
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2, DE 
8， (Fw 机) 一 让 , 扼 # 一 芒 , 但 这 时 e141 


习 题 4.9 

1， 因 为 一 (人 p} 是 元 数 为 p 的 有 穷 体 ,所 以 对 于 任意 oF0(p), 有 a7-1 和 = 
1rw). 
2. 因为 (0)= 训 av, 本 =q 所 以 (am 一 人 ago 一 (ZauaD8 一 0， 邵 


ar 是 fC) 的 零点 ， 同 往 az …, aam 都 是 f 全 的 零点 .因为 ( 术 (a :FY 二, 
所 FC GF"), 六 此 aa 一 上 

3. 假定 we GFtp"), 那 未 a" 二 a) 即 (am)r 一 a, 所 洲 am* 是 a 的 p 次 
根 ， 于 是 任意 z+ 的 多 项 式 都 是 菜 个 多 项 式 的 上 次 军 , 峙 此 任意 的 多项式 
都 不 是 既 约 的 . 

4、 假如 入 二 5， 起 二 y, 那 末 4=279 一 yr, 于 是 (5 一 扔 ?一 0, 所 以 2 一 y 

5. 因 汶 志 次 单位 根 得 由 衣 次 本 原单 位 根 的 污 寞 而 成 . 

6. 假定 下 是 一 GFC3; 的 质 体 ， 央 为 玉 是 7(5) = 一 x 4 二 1) (as 
二 DC 一 Dw 的 分 型 休 ,， yt) 一 二 +1 在 FEz] 中 是 虐 约 的 , 如果 1 居 g(z) 夺 
下 中 的 过 点, 那 玉 匡 呈 站 ( 扩 , 境 此 攻 中 任意 元 可 以 写成 4 十 机 形 关 ， 又 因为 
i+i 是 互 中 阶 是 8 的 元 ,所 以 下 的 溢 群 "tl 二 个 。 


习 是 #4. 如 0 


1. 报 定 和 am， sm 是 下 这 于 工 的 代数 诺 , Ps am 是 工 关 于 三 的 伐 
数 诡 , 导 林 查 一 Tt mt 和 六 是 因为 如 时 太 与 
闻 一 由 址 记 与 于 一 串 关 于 上 代数 由 闫 ， 显然 和 1， Uw} 关于 工 代 数 相关 ， 
这 上 与 候 设 未 合 . 下 因为 Tt, … 是 本 美 于 上 上 of 所 局 天 是 二 (ev 
的 代数 体 ， 及 因为 二 是 让 To 的 代 柳 位 ,所 局 工人， pm 
是 PCD 的 代数 体 ， 国 忠 下 是 站 CH 的 代数 和 体 .村 是 下 中 本意 元 美 千 古 与 
型 代数 相关 . 所 吕 超 是 不 关于 六 的 代数 底 . 

2 因 沟 Fit， oF, 二 


3，P(z) 关 十 下 的 任 一 自 同 值 是 把 x 次 为 (3) 的 本 原 元 4 一 -加 于， 


dd 一 bcQ 遇 , 


人 Mr pe Po te 3 Er re TE ee ee reer pe tp 
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习 题 5.1 


1 因为 周 态 把 子 寿 五 变 为 子 群 吾 '， 假如 加 EEH' ,由 hh 有 >A， 
但 濑 EE, 所 上 以 8 EH', 因 此 玫 ' 是 带 算 子 群 . 

23、 假 旭 芭 一 加) ha 一 04) 太一 C0") 那 示 ha" 一 Cm" 一 tam*eH， 

3， 因 为 io 他 一 刘 的 时 人 全 人 和 站 与 00. 0 (0 妨 对 应 ,但 
Ch KG 一 人 ty ,0 A) ,所 以 OA Ma) ka 的 不 与 
CN 和 介 ， 轩 对 应 ， 


习 题 后 .2 
1 因为 9 一 是 是 SND 一 (DD) ,所 区 SPBsss 3. 
全 因为 意 一 妇 由， 所 说 总 4 一 在 :本 /一 全 :他 门 业 一 全 /三 
3. 出 第 二 同 构 定 理 , HT iNE'TENENH/K' GEKAK', 
5. ime17 WH, 鸭 2~2 22I~ {2 CH], 
做 如 工 在 Z[ 吕 J 的 完全 架 源 起 襄 , 那 未 { 纪 一 人 b)} [ 四 一 4 并 [四 一 N 因此 
Flos gelN. 


习 题 5.3 

1 5 是 可 兵 彤 ,8 -1531 的 南 群 列 的 元 数 是 2.3. 所 总 者 是 可 解 群 . 

2， 轴 国人 对 站 一 嫩 ,于 玫 是 可 解 姓 ， 所 忌 它 们 有 商 群 是 可 换 帮 的 正规 群 
全 是, 症 避 遇 的 
全 这 三 ， 蝇 术 如 = 一 

6、S4 的 所 有 合成 群 齐 为 中 2 由 忆 二- 起 这 里 

Oi={D), Uo}, C= {CD), HE, 
GD, TD. 

7 了、 无 穷 可 换 群 的 极 大 十 群 仍然 是 无 穷 尖 ， 

8， 因为 自由 和 (29)2YUV) 一 8 是 CY3 ,有 ) 的 合成 全 
EL 


习 题 与 和 
I. 由 二 避 =1 注 qg 二 Con*. C997, 因此 人 ?一 Kary (ta 起 ， 在 命 bE a") 
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na), 那 未 baw 二 0 于 是 she， 邯 级 一 ?1 二 Pm 二 mrs， 因此 殉 = 
人 十 镍 3) 所 二 岂 此 58=e, 即 Ca 由 99 =e. 

3. 假如 并 = {e a, 99, 避 二 站 ,0,5 轩 , 那 术 

4A4x B= {1e, ,0, b, ap, Ob, b, wh, ob 

和 4， 扎 设 日 : 吾 =i0), 玉 = 'e), 显 邹 KEG DH, 并 有 LG=HK, 

5. 国 为 GG= 引 BB, 所 以 gb,， 于 是 = 号, 内 此 二 AB。 再 所 ,加 部 是 
他 的 主 规 子 桩 , 假 提 ce 有 0m 如, 那 未 cENB= 瑟 ,因此 c=e, 即 二 站 五 一 2 

6， 困 为 所 x 玫 的 代 = 二 的 长 + 日 的 长 , 8 二 6/ 开 对 , 8 的 长 = 物 长 + 
如 的 长 . 

8 假定 4 和 EC = 而 十 一 十 dy 在 三,, 尘 二 二 ;中 年 一 元 7, 因为 BR;== 
0 i 天 所 er 二 二 和 是 i, 国 比 如 是 三 ，… ,0 的 
和 , 再 压 为 召 是 台 ，…. 下 的 直入 , 所 以 6 二 1 十 … 十 ws 的 表示 是 一 意 的 . 

号 .因为 8&j; 二 6 二 十 于 8 二 十 8 - 安 Bibs BRE Be, — Ut 


#6 二 三 二 个 ， 反 过 洲 , 假如 ee 一 和 十 十 er 985;= 人 0 1 于 j) 3 二 81 那 未 和 一 1 一 
YE 十 十 和 由 国 并 是 也 一 下， 上 Ln 一 Re, 的 和 ， 答 当 61 寺 … 十 YnEn 二 中 
两 边 用 e; 右 滋 好 得 rey 二， 地 以 这 表示 凡是 一 意 的 。 内 此 尽 是 工 ，…， Ln 
的 直 和 和 ， 

10. 假定 < 是 虹 的 禾 等 元 ， 但 不 是 单位 元 ， 闻 术 豆 中 有 所有 满足 7 二 
en 一 开航 元 1 形成 理想 子 环 总 ,显然 钙 是 后 和 的 单 位 元 ， 


习 题 55 


1 律 环 群 气 非 循环 群 两 炎 . 节省 十 3 元 群 与 9 元 秩 环 舒 的 直 积 ,后 者 是 
2 元 群 与 两 个 了 抱 群 的 直 积 ， 

2. 假定 如 =(9) 的 7E 数 Hn 一 29，(P, 和 一 1， 国 为 对 中 任意 元 的 阶 者 是 
#4 的 约 数 ， 所 已 * 是 它们 的 公信 黎 ， 担 是 的 阶 是 9 的 阶 是 jp， 所 以 nn 是 
它 匀 的 契 小 公 笠 。 以 过 粽 ,由 $23.2 习 题 5, 如 中 有 阶 为 wn 的 元 , 因此 日 是 秆 

3， 假 定 如 =(o) x Lag) Xx foo Xx Ca) x Cag, 它们 的 元 数 分 帅 是 2 24 
3, ,= C0) = Uy) X (sy = Lazar), 


星 热 日 = x 人 0x09, 该 时 全， 03, Gs 的 元 数 分 别 是 3，2.33 3，35， 
4， 因为 为 Cy =e， 所 以 袜 各 (eD 一 wp， 义 因 为 40) 二 如 ,所 以 


一 -= 二 
人 
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> Cap -局 革 . 但 过 是 er-<e 的 罕 点 ,因此 也 是 am==e 的 霍 点 ,所 以 De 
0O, 


习 是 后 .各 


1. 把 如 就 他 分 为 陪 焦 so， 因为 如 是 可 迁 群 ， 所 以 这 样 的 陪 集 有 滴 
个 , 如果 Cs 的 元 数 是 49, 那 示 如 的 元 数 =?99. 

2， 因 为 Get 一 TOr 1 ， 所 以 公 与 98viwy 共 诺 ， 候 如 G, 中 任意 变换 不 
使 文字 十 变动 , 那 末 Ge 生 G 但 Ge， G 的 元 数 相 等 ， 因此 各- 一 全 ,于 是 后 ， 
TG,T 1 , 即 T 与 人 ,能够 交换 . 

4 开 的 所 有 非 原 系 为 全 , 身 ， 丛 , 名 15, 6 但 对, 142, 时，{4， 6}; 
41, 6}, {2, 和 ,13, 5} 及 们 ,4,5}, 从 , 3, 人}, 


习 题 6.1 


1. 假定 了 2) 是 F[z1 中 的 3 次 既 约 多 项 式 ， 如 果 f(w) 是 正规 式 ， 那 末 
(下 :下 =3， 因 此 人 =4ds, 如 果 f 了 (中 不 是 正规 式 ， 那 末 ( 玉 : 下 一 6， 因此 
人 如一 Sa 

2. 因为 VD 开心 一 ah 一 @, 由 $38.2 定理 3 的 证 明 得 知 偶 排 列 不 


了 


使 8& 变 动 , 奇 排列 把 <4 变 为 一 &， 于 是 假如 全 是 全 由 侦 排 放 所 成 , 那 术 EEF， 
即 如 的 平 访 根本 六 由. 友 过 米 , 假 如 dE 那 末 旭 中 任意 元 不 使 如 变动 . 因 
此 所 三 全 由 依 排 列 组 成 的 . 


3. | 3 o 下 工本 立户 

v3 va A v2 1 1 og rp 

i 1 i : 一 ; ST 

工 下 让 地 

站 A TT oT 1 

生 ， 与 由 对 于 模 半 的 既 约 同 余 系 形 成 的 简 群 同 构 , 因此 基 可 换 群 . 
5 由 $4.6 习 航 8, 一 2，23 十 27 十 1 都 不 是 正规 式 ， 因 此 它们 的 其 罗 


于 群 间 是 与， 

叉 因 为 2 一 1083 汪 1 二 (一 ?一 Bx3={(x 一 V2 一 841+T v2 )--3} 
pV 3 ,所 
以 其 分 裂 体 下 ~8(Y3，v 87， 于 是 其 徊 多 真 群 台 = 条 , 9, 7，p} 的 群 


mR eT 
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1 3 3 4 
1 ”其中 l=vV3+v3, 2=V2—~v3, 
og | 1 4 3 Ty 3 4 _ 
7|3412 3 一 -vv 了 +Tw 了 ,4= 一 ww 了， 
pl4321 


6， 因 为 在 8[2] 中 :一 J 信 ++1 是 既 约 而 w+ 一 52*:+6 是 可 约 ， 所 以 前 者 
的 俩 罗 瓦 寿 是 可 迁 群 币 后 者 的 是 非 迁 群 . 

又 因为 下 一 So 十 6 一 ( 凡 -2 (一 3 一 他 一 WA 3 V2 Ee-V3) 
zw 3 它 的 需要 贞 嫩 台 = 人 ,er 和 丰 的 群 开 为 


4 
TT iV, 2 
F131 34 a=V 3, 4=—vV3 
TT|11 2 4 3 | ” 
p12 143 


7 了， 用 定理 2, 玉 二 下 (@) ,4 是 名 项 式 X49? 一 的 零点 ， 的 佑 以 瓦 群 与 次 
单位 祖 形 成 的 记 元 循环 群 的 于 群 同 构 , 但 元 特 环 辞 的 于 群 只 有 自 对 及 单 位 
元 群 ， 从 前 者 言 , wx? 一 4 在 [zj 中 是 虐 约 ,从 后 澡 言 ，xf 一 9 在 所 [w- 中 完全 
分 裂 。 

8. 假 刀 2 一 0-79 一 上 你 一 Eee 一 3， 那 末了 (中 不 含 汉 的 项 
土 b 必 为 土 sa*， 邮 = 二 e800， 于 是 本 二 a 二 太 ，0<R<p， 因 此 户 二， 
剧 | 乱 十 喇 一 寺 所 以 


dP et, 


UaeEF, 


Td TA Ta tl), 


习 题 6.% 

1 假定 (G1, Ga 所 顾 的 二 过 包 ,因为 GE (6, G2), 所 以 EEKRCG,)， 
国 诈 交 三 关 1 人 站 下 (1、 再 合 aE 下 1 区 5 部 末 避 ,Gs 中 任意 元 
不 使 9 变动 ,因此 {91, 嫩 ) 中 任意 元 也 相合 二 变动 ,于 是 E 瑟 , 即 疏 (Ga 六 
Kid ER. TE =RGD Th 0)., 

这 假 定 全 门 Gs 所属 的 体 是 六"', 周 沟 全 站 Gs 全 Gi 所 以 六 (G64) KE(35) 
皇 芋 "， 于 是 三 (Ga 下 Go 三 下 "但 下 (下 4Gz) ,在 (Go 3 所属 的 群 全 ' 量 
热 是 名 虽 G3 的 于 群 ， 芭 他 匡 人 IN Gs, 所 以 下 ( 王 (CGa)， 王 (的 )) 可 五 "， 因 此 
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"=P, EO). 

2 东方 EL 正四 所 山 的 类 于 EGIRED NGCED, 但 (RD NG( 匡 2) 
所 辕 的 体 是 1 Ew, 因 册 节 人 2) 

区 丘 鸭 站 1 直 s 所 属 的 者 好 娃 如 (所 以 县 DD 好 (下 2)). 但 
的 体 是 下 4 在 4 国 此 好 二) UE ). 

3 因 沟 也 to 是 让 的 堪 规 洒 ， 所 以 王 [WD) 遇 是 并 指正 客体 假如 豆 4a) 
头 十 让 的 种 罗 想 群 避 与 如 i 关于 如 的 期 软 忆 群集 一致, 因为 上 中 任意 元 
不 合 考 让 在意 元 变动 ， 涯 然 岂 不 使 三 中 作 意 元 变动 ， 并且 可) 中 元 对 于 如 
中 任意 元 不 变动 的 只 有 到 中 元 , 因 东 亚 kai 和 正二 下, 

瓜 过 米 ， 假 询 避 :oo ”下 一 ， 导 未 天 [9 中 赤道 全 的 模 约 这 项 式 六 台 出 
是 兰 [z 中 愉 道 合 的 晤 药 多 而 成 ， 因 这 六 本 在 到 罗 中 的 零点 G1 一 0 ns 
世 是 大 全 在 二 中 了 鸭 零点 ， 寺 是 aa 是 命中 元 也 是 如 中 元 ， 所 所 避 与 
C 一 至 . 

生 ， 人 要 定 太 呈 后 富民， 二 下 全 二 全 ， 因 为 各 是 阿 贝 耳 竺 ， 所 以 人 的 和子 用 
G1 是 所 的 正规 子 幸 , 央 澡 老 ! 是 如 的 正规 体 . 

5. 假定 蕊 是 起 中 二 的 二 暂 于 体 ， 陡 本 玉 (L, Ls, 是 五 由 包 售 工 的 
下 区 最 小 正规 床 ， 于 是 启 = 王 FCL 工 ,…;， 因 此 它 的 期 罗 瓦 群 二 GL} 人 n 
GF) Ne 

6， 五 的 期 尝 瓦 搓 避 是 3 元 群 ,其 元 宕 为 


| 1 rr oT or or od 


:可 YE VE HB i YE IE YE dB 
t i t i 4 i 一 个 一 号 
再 因为 不 ， 妨 的 中 间 怪 中 ， 美 于 包 蚌 2 次 的 有 3 个 :8 的 ,外 CV 2), 
(iv 31, 它们 所 属 的 群 剖 是 元 税 ， 分 别 为 


, ” r ， Ds _ SET 
Gu={, 0, oT, oh, Ga= {1, 9 tT, oT, Ga i, oF, Fv, TT}; 


关于 介 是 十 次 的 有 5 个 : 8 V2), Qt82)， G3), Q(t V3), 
且 CC 一 宫 3 ,它们 所 属 的 赂 郁 是 2 元 群 , 分 别 为 
Ga 一 和 0%, Gm={1, r}, Gr {1, or} 
Ga=il, Cr}, Gs= (1, or}, 


它们 之 闻 的 关系 用 图 式 说 明 如 下 : 
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Qiv 2) 


pk 


QTDYEY QE QEVT) QT) Q(THYT) 
i + 3 + + 
{as Gos 好 2 Cys ss 
1 | I 
~ Qi So 
+ 3 1 


Ga Ga Ga 


| pe 
入 7 
了 
他 
7 了 ,14) 是 型 然 的 ， 


2) 因为 如 趾 位 意 元 把 豆 中 下 的 可 离 元 仍然 蛮 为 可 离 元 ， 所 以 它 把 卫 
贸然 变 为 工 , 并 是 它 坟 使 加 由 任意 元 变动 有 他 的 元 数 是 to0s 机 (也 ; 瑟 》 一 ?jp， 
所 以 可 以 洗 成 开关 于 下 的 如 罗 电 群 . 

3) 显 伏 各 中 不 生起 中 任意 元 变动 的 元 世 不 使 五 中 任意 元 变动 ,到 
过 来 ， 假 如 oa 不 全 天 中 任意 乒 变 动 , EK, mE€L1, 由 co 一 oz 即 得 
《ca 四书 一 0 于 是 ow 一 “。 所 以 品 世 不 使 吾 : 中 竺 意 元 变动 。 

4) 假如 ar=9€KK1 9 一 #4， 固 罗 (一 2007 一 和， 所 以 一 4， 这 就 是 说 
mr 一 六 有 一 个 PD 重 根 . 内 为 全 1 中 任意 元 把 5?=0 的 零点 仍然 变 汐 它 的 零 
点 ; 因此 它 不 使 6 变动 ,所 KL aE 瑟 1， 

全 因为 中 不 十 芽 :B01 下 任意 元 变动 的 元 ， 同 样 也 不 使 琴 (5) 中 任意 
元 变 尊 ， 所 以 GLK 的 元 数 等 于 如 LEKGD)) 的 元 数 ， 伺 如 所 可 以 看 成 了 
半 于 六 的 匣 较 瓦 群 ,并 是 

GLCGDN) = (EE), 
所 以 GK CBN) = 

和 叙 定 aERCGCEKDY， or ELCG(ED)， 因 为 GIRID 一 Gt 并且 

LIGA 7A) =L, 所 ar EL 因此 a € Kl, 


习 题 6.5 


1. 困 为 吕 z> 吕 时 ,4 是 单 群 , 所 以 5% 4, 导 巨 是 人 5, 的 合成 群 列 ,但 dh 
不 是 可 换 妊 . 


习题 短 案 835 


习题 66 
2， 用 一 47 二 2 有 三 个 实 根 ,所 性 它 不 能 用 根 号 能 出 ， 


习 题 2%.1 

3 假定 m> 思 合同 是 六 中 任意 非 雳 的 元 ,1 一 1 …, 加, 因为 下 是 # 个 
Wy 多 ,的 家 和 ,久久 而， … tm 叫 某 元 是 其 余 元 的 线性 组 合 , 假定 ze 一 
1 RB. 让 未 FV 中 元 不 骨 … : 意 地 家 汶 Fi, ry Vm 中 元 的 
线性 组合 , 这 与 是 三 ,Fm 的 让 和 的 假设 不 台 . 


4 因为 23a( 2 0 )>Z( 和 6 )=…, 所 以 Zs 不 满足 极 小 条 件 ， 


习 题 了 .2 
1. Fus. 
2， 办 为 m 不 能 用 质数 平方 整除 时 , 2 一 Lm) 中 没有 异 于 零 的 轩 堆 元. 
- 3， 椒 如 五 的 中 心 的 根基 不 为 零 , a 是 共 中 一 元 , 那 末 Ba 是 中 非 圭 的 


轻 零 左 理想 了 环 ,这 与 假 浸 不 合 
4， 假定 "=0, 邦 未 (LRBY"0, 
5， 根 定 下 于 0, 那 未 工 中 有 元 4 使 Ia 下 0, 网 此 工 ~ Za 于 基 瑟 中 有 元 
8 使 4 二 74。 同 此 ery =ea, EY) i 一 ey 一介， 很 定 T={blbeL, pa 二 0}, 那 杰 
五 是 吾 的 去 理想 子 环 , 并 日 ELK, 但 et5L, 所 以 5'=0, 天 叱 2 一 e。 十 是 
Lex0, 所 以 工 一 Ze 


习 并 7 了.3 


1， 沁 定 恒 3 及 定理 台 即 得 ， 
2， 概 如 五 = 二 Re 不 是 极 小 在 理想 子 环 ， 命 L=51+ La 6 一 6， 因为 
人 =e1e=29 0s, HL 后 =:Pry 负 po 一 0。 同样 一 24， Ro8: 二 0， 国 比 8 不 是 本 


原 崩 等 元 ， 
4， 候 定 玉 -站 二 … 才 这 里 与 是 己 的 极 小 左 理 想 地 环 , 了 是 吾 的 任 


意 左 班 想 子 坏 ， 所 时 5.4 定理 5 一 样 , 我 们 有 开 一 站 十 … 十 ar 开 生 也， 因为 
了 ,是 极 小 , 所 以 互 一 或 蕊 二 0， 即 工 是 了 …, Tn 中 某 些 天 的 直 和 ， 岗 
此 互 中 去 再 强 子 环 只 有 个， 所 以 开 册 志 家 小 条 件 再 假定 六 是 五 的 根 


TT -一 一 


396 习题 答案 
基 , 那 末 谎 = 入 R=NE 二 二 入 Di 但 和 NDE, 如果 二 上 了 ,因为 N™=0， 
所 以 互 =N"mL,=0, 这 不 可 ,因此 NL,~0, 于 是 N=0, 
习 题 7.4# 


， 由 定理 2, #4.9 魏 特 郑 定理 及 §3.1 习题 8 即 得 
3， 因 为 两 个 以 上 体 的 直 和 不 现成 为 体 ， 
.3 引用 定理 3 及 57.3 习题 3， 


习 是 ?7.5 
,由 (一 Aap= 人 得 ma (一 oP 一 (nC 一 yop 一 [一 anep=0. 
、 因 次 中 = 一 J ,所 以 (HzY? 一 RxRz 一 05, 即 Rx 是 天 的 宏 零 太 理 想 子 
环 ,但 五 是 举 单 纯 环 ,所 以 T= 站 因 比 x E77， 
3. 由 RaREJ 得 RaRaw (Hay2eJ, 昌 本 2“ 因为 乔 =R 一 J 是 半 第 
纯 环 ,所 以 三 一 有 .于 是 ae 可. 
4. 假定 ob 十 ooaB 一 0， 
一 下 人 十 二 十 rp 一 口 ， 
5， 困 86 为: ae， 所 阿 


二 人 人 Er 


得 林 8 十 【一 5 一 pegy + (— ba— bra) pa 一 


Fp 


9 一 N90 一 人 和 寺 是 0= (4 上 0 一 六 0 % 二 


位 字 一 


mar= 十 


好 如 二 【一 4 十 


PpP 寺 元 全 w= 二 a'a, 


6, 假定 工 = 瑟 、 那 术 宪 有 
(一 qa 下 ,所 C4 是 太 拟 正则 元 ， 


此 4 二 (一 9) 十 ?49q, 所 以 qe 


再 假如 % 是 左 报 下 则 元 ,# 二 A 二 4'Q 一 09, 因 
因为 对 型 中 性 意 元 x, 我们 有 ?了 ra € 二 ， 


查 rat€T, fill 
8， 因为 7 
慎 引 理 , 请 小 有 包含 二 和 击 不 包含 屏 


| 


-Eh 么 热 e 二 六 否则 ye 工时 天 = 这 不 可 ,: 


Hh 下 二 到。 
是 根据 证 
的 极 大 左 理想 子 环 , 这 子 环 又 是 下 的 极 大 


去 理想 子 环 , 国 为 它 是 工 的 扩张 环 , 所 以 它 叉 是 正则 的 ， 


9， 由 上 题 及 定理 3 即 得 . 
10， 假 如 刀 二 二 十 -2 0 那 末 pe 二 tm 十 站 二 不 且 全 -es 
四 为 ”全 和 ,所 有 有 是 而 
. 假定 xEN, 如 果 14+xeEN, 那 末 1eN, 这 与 假设 和 不合。 所 以 1+m 


元 即 庆 二 (E21, 因 焉 + 是 左 所 正则 元 , 于 是 NN 是 扳 正 则 理想 于 
环 , 所 以 尺 丘 了， 再 假如 J 让 元 有 道 元 , 屠 末 16 J, 但 1 不 是 左 拟 正 则 元 ; 所 


对 题 答 案 337 


岂 了 中 元 者 是 没有 逆 元 的 元 .内 此 7 三 于 是 JN. 

1， 因 为 eyeE， 所 以 eye 中 迁 意 元 2 是 及 的 硬 氢 让 出 元 ， 强 ex 十 
prbere=0， 国 此 ere+ebs ebsz'ere 二 0， 所 以 eI 的 根 革 .7' 避 aJe， 再 仿 如 
ere Ed ,于 未 eHeieial 是 efe 的 拟 正 则 左 理想 子 环 , 十 是 对 于 呈 中 性 意 元 二 
Eze7e 呈 丰 所 正则 天 国 此 zere 也 是 左 氢 正 则 元 ,所 以 sre EV, 于 是 ereEeye， 
妇 闷 人 笃 ere。、 因 此 了 一 ee， 


习 题 3 了 .6 
i. 冰 为 可 换 本 序 环 足 体 。 


习 题 ?9Y 


3. 假设 及 是 本 原 环 ,4,8 是 卫 的 两 个 理想 子 环 ， 如果 AB=0, 及 #0 
因为 请 是 的 征 密 所 ,所 以 再 中 只 有 鹤 元 过 化 上。 因此 BV 二 0, 于 是 BP-- 
F. ER AF=ARF =0, Bll AA=0, 
5， 交 为 e 关 0, 所 以 ef 关于 万 的 纵 数 之 1。 假定 ez, 史 是 睦 个 线性 无 关 
- 的 元 ， 禄 据 密 度 定 理 ， 鼠 中 有 元 使 aes 呈 0 qey 守 因此 9 于 0， 命 一 
他 E 避 158 一 时， 那 未 二 是 五 的 左 理想 子 环 , 因为 re EL qe eb, 而 虐 是 级 
小 ,所 以 上 一 Ls， 因此 e €L, 即 咏 =0。 这 与 侦 设 不 合 ,所 以 eF 关于 的 维 
数 是 1. 
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兴 仔 了 和 

入 位 #2 
需 吉 勒 到 平 昔 部 环 294 
间 林 大 过 会 基 ”292 
耽 焦 35 


第 一 层 集 4 
第 一同 区 定理 192 
第 二 同 析 定 型 193 
第 二 居 集 4 

第 三 同 神 定理 194 
2 

排 18 

偶 排 列 中 


棵 燥 球 前 
域 6 

维 数 135 

南 。 76, 85, 97 
商 群 “41 
商 伍 76 
售 环 寻 
商洛 弄 197 
理想 子 环 8 
基础 体 140 
诸 来 多 和 尔 定 阳 198 
密谋 定理 6 
潍 吉 121 


华 1 

集合 1 

最 大 公约 环 拒 了 于 97 
最 大 可 宛 从 62 
最 大 代数 体 147 

最 大竹 堆 班 楼 子 环 ”273 
艇 信访 3 

最 收集 4 

最 小 会 倍 理 碍 子 上 所 97 
全 8 

象 源 6 

等 协 关 系 9 

和 乌 环 体 232 

循环 式 “285 

循环 排列 28 
循环 群 ” 吕 

看 越 ”35 
替 越 单 入 若 188 
超越 扩 六 186 


超 披 体 146 

闻 址 也 数 179, 180 
时 等 元 如 

共 答 建 根 子 环 号 


0 


名 鹿 党 强 


息 零 元 氏 

涯 等 元 环 便 

坚 零 光 理 想 辽 环 95 

到 堆 半 单 绩 环 294 

项 零 视 基 292 

自 零 理想 子 环 95 

罕 惟 群 203 

重治 斯 定 于 18 
干 三 


堆 们 6 

每 元 23 
零 因 了 于 的 
零 辣 余 11 
零 问 访 52 
需 环 识 

索 33 问 1384 
零点 全 
鹤 埋 想 子 环 各 
群 15, 281 
故 方 程 49 
涪 环 58 

群 的 氏 199 
群 南 22 

群 注 标 ”222 
群 指 标 群 加 
群 等 式 和 折 
数 档 28 
同窗 成 ”308 

十 四 部 


模 33 
芷 子 186 
算 竺 集 188 
缩减 次 数 ”158, 182 

十 五 莘 
德 狄 学 德 定理 278 


十 


整 险 96, 107 
整 证 “ 引 1 
整数 环 58 
整修 集 1 


名 沁 引 过 
价 布 金 斯 定理 27 


本 
x 性 


十 入 务 
开 特 拖 定理 “199 
霓 特 邦 - 阿 耳 第 构造 定理 
. 瑶 特 邦 - 阿 丁 第 二 构造 定理 


